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व्युत्कम सम्बन्ध, मूलभूत पेकात्म्य । २६-४१ 
कुछ प्रमाप कोणों की त्रिकोणमितीय 
निष्पत्तियां ४२-५३ 
०, ९०, ४५", ६०९ जौर ३०* की 
निष्पत्तियां | 
ज्याग <अ <स्पअ 

ज्याअ थ्ै ५ सपञ 
सी न्ञ्चा और सी न्ह्भः 


जिकोणमितीयनिष्पत्तियों के विचरण, 
निष्पत्तियों मे परिवर्तन दर्शाने बाले 

कक 

वदु॒रेख । हा 
किसी भी महत्ता के फोण की त्रिको गमितीय 
निष्पत्तियां, 


४3] 


प्रस्तावना 


मध्यप्रदेश के शासन के आदेशानुसार भेने यह पुस्ठक 
लिखनी आरस्म की थी । इस पुस्तक के पारिभाषिक दास 
आयाय॑े डा० रघुवीर जी न दिए दूं। यद्द उनकी सतत अरणा 
और उत्साह बधेन का दी फल है कि यद्द पुस्तक इस रुप मे 
लिखी जा सकफी। जदां तक सम्भव हुआ ६ इस पुस्तक को 
निर्दाष कीर सर्वातएृर्ण बनाने का पयत्त क्रिया गया द्दै। 
आवश्यकतानुसार स्थान स्थान पर उदाद्र्ण देकर विपय को 
समकझ्षाया गया है। विभिन्न प्रभेयों आर उदाहरणों की साथना 
के लिए ऋई रोतियां दी गई ६। इस दुष्टि से यद् पुस्तक 
विद्यार्थियों के लिए. घिशप उपयोगी शखय होगी पेसा मेरा 
विश्वास दै। 


जबछपुर के मद्ाजोेशछ मद्दाविद्यालय फे गणित 
प्राध्यापक भी नी० आ० दशार्दो भें समय-समय पर उपयोगी 
सुझाव देकर मुझे भाभारी किय/ है। थ्री बी० के० पराडकर 
फएम० एससी० न इस पुस्तक फे लिए कुछ उदाद्वृरर्णो का 
संग्रह ऋण्न मे मरा सहायता की दे। श्री स्मेशचंद्र चर्मा 
पुमू० हा ने इस पुस्तक का हिन्दी मे अनुदाद किया 
है भौर भरी घिगयेन्द्रकुमर माथुर एम्‌० प० ने उन्हें भाषा की 
सहायता दी द्वै। अन्त भें श्री च० शो० दार्मी ने सापा की दष्टि 
से इस पुस्तक की आवृत्ति की है लौर थी अयोध्याप्रसाद 
श्रीवास्तव पम्‌० पससी० ने इस का प्रफ देखा दै। मैं इस खब 
का आभारी हूं। 


य. वि. ठोसर 


अध्याय 


विषय झूची 


पष्ठ 
फक्ण्छ़ण्पते 4-0 
ग॒गाए0दाएंपे05 7-90 
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त्रिकोणमिति के महत्त्वपूर्ण सत्र और फल... रै-है० 
कोणमापन, पाष्ठिक और शतिक माप, 

चतुुंछ॒ अथवा भारीय माप । ११-५५ 
न्यूनकोर्णों की प्रिकोणमित्तीय निष्पत्तियां 

ब्युत्तम सम्बन्ध, मूलभूत ऐेकातम्य । २६-४१ 
कुछ प्रमाप कोणों की त्रिकोणमितीय 

निष्पकतियां ४४-५३ 
०, ९०", ४५", ६० दौर ३० की 

निष्पत्तियां 

उ्याअ <भ्र <स्पञ 


ज्याभ ञँ ५५ स्पभ 
सीन्‍झ भगोप्सीपह्ल 


निकोणमितीय निष्पत्तियों फे विचरण, 
निष्पत्तियों में परिव्तेन दाने घांलि 

बिदुरेख। ६४-७९ 
किसी भी महत्ता के कोण की त्रिकोगमितीय 
निष्पत्तियां, 


88 


अध्याय 


ह 


१० 


११ 


१६ 


हे 


पूछ 
भ फी निष्पत्तियों के पर्दों मे -ज, 
९०-अ, ९०+ भ, १८० - थ, ६८० +अ 
की निष्पत्तियां । <०-१०० 


दस विशेगमितीय 'निष्पत्तियों चाले 
सब कोर्णो के लिए सामान्य पदलेहतिपयां, 
सरल प्रिकीणमितीय समीरार! १०१-११६ 


योग और घियोग प्रमेय, 
शुणनसूत्र ११४-१४२ 
अपवह्ये ओर अपचपेक कोणों की 
निकीणमित्ीय निष्पत्ति्या, 

१८९ और ३६* की निष्पत्तियां। १४३६-१६६ 
रेफास्य और जिक्रोणमितीय समीकार। १६७-१८३ 
पिमज की भुजाओों और फोणों में 

पारस्परिक सम्बन्ध) १८०-२०३ 
जिशुज के गुणघम । 

फ़िमज से सम्पद्ध बच, 

लम्वकेन्द्र, परदिक त्रिभुल, मध्यगा, 
कोणों के अधक । 


२०४-२४३ 
चृत्तीय चतुर्भुज, नियमित वहुभुज, 
दिस्ती भी वृत्त का छेप्रफल १ २७७-२५४ 
छेदा। शणण-२७६ 


84 


अध्याय 


१४. जिभुजों का निर्धारण ! 
लम्बकोण चिभुज का निर्धारण, 
किखी भी निभुज का निर्धारण, 
संदिग्ध दशा 

१५ उचाईयोँ और दूरियां! 


६. प्रतीप चतुंछ ध्रित ! 
उत्तरमाला। 
पारिभाषिक दब्दावल्लि 
छेद और प्रतिच्छेदा सारणियां 
शुद्धिपन्। 
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समतल 
त्रिकोणमिति 


त्रिकोणमिति के महत्त्वपूण सूत्र और फल 
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१ आर -+ ५७१ १७ ४४-८” रूगभग 

१ लंवकोण -८ ९५०, ८5 १०० न्ट्् आर 





53 
कोण का आरीयमाप रूर कन्या 
२ ब्यूज्य्या अ स्का 
ब्युत्फोज्पा नज्ल्प्ज 


ज्या'क्ृ+कोज्याप्अ + १५ « 
व्युत्कोज्याश्झ ++ १+स्प पथ 
ब्युज्ज्याप्थ ल्‍१+फोस्पप्म 


ज्याझ 
स्पअत 
फोज्या भ 

कोस्प अ ++कीज्या भ 
ज्याञ 


ज्यू०१-5० फोज्या०९ ब्न्श | स्पृ०१ ८-० 


दा 
हि] 


5 ज्यों डे र्‌ 
त ३, ् म्ब 
ज्या ३० श्ट कोज्यो ३० स्प३े० कर 
9 हे छ 
जया ४५९० _..3 फोज्या ४५०८ फ्ररे » स्प ४५००-०१ 
ज्या ६०००४ हे » फोज्या ६०० » रुप ६००७ ०५/३ 
ज्या ५०८०१, कोज्या ९०००० , रुप ९००८-०० 
“है यो ४६०७ २१३१: 
व? फोज्या श्ड ््ज्श 
स्प १५९--२ - «३ 
? फोज्या छ५०--रै०रै 
33 २५/२ 





ज्या १५१-.४ हे 





स्प ७४०--२+ »/हे 


जया १८१ ०९ (४५-श), कोस्या ३६० है /५+९ 





फिर 4 प्स्ड हू 
स्प्‌ रेप उपर 
सी ज्या4थ _, सी कोज्या अर १, सी स्पञअ-. २ 
अ->० सम च्ज्रै, खू+>>० झ->० अ 
8. जया (-अ)ल्‍ज्या अ, कोज्या (-अ)८कोज्या भ 


जया (९०"--अ) >कोज्या भ, 
कोस्या(९५०० -आ) न्‍्ज्या भ॑ 

ज्या (९०९-+अ)--कोज्य[ नं, 
कोज्या (९०९ +अ)- -ज्या अ 
ज्या (१८०९-आ) " ज्य भ, 
कोज़्या (१८०९ - औ)७:-कोज्या अ 
ज्या (१८०९ +अ)5:२- जया अ, 
कोज्या (१८०९ +अ)> -कोज्या अ 


यदि ज्या अ ज्या ६, तो अरूस प्या+( > शेर इ॒ 
यदि कोज्या अज>कोज्या इ, तो अ5रस प्या +इ 
यदि स्प अप इ, तो अस प्या+इ 

ज्या (क+ ख) 

सूज्या क फोज्या ख +फोज्था फ ज्या ख 


ण्‌ 


कोज्या (क+स) 
>फोज्या क कौज्या ख-ज्या फ जया ख. 





कक स्फप्क््क्स्पण 
शा! १: १८ ॥ हा] 3 हैदर. 2 लव 
स्प (क+छ)“ “२ स्पक स्प से 
ज़्या (क-ख) 
न्ज्या फ कोज्या स-फोज्या फ ज्या ख 
फौज्या (क-स) 
«  “फोज्या कद फोज्या पा + ज्या क जया पे 
स्प्‌ फल्स्प स 
सप (क - ख)-८--८----::-_- 
( 0 श्क्स्पफश्स्प ख 
२ ज्या क फोज्या खजूज्या (क+स्) + ज्या (क -स) 
२ फोज्या क ज्या खन्‍्नज्या (क+ख) -ज्या(फ -ख) 
३ कोज्या क कोज्या खूफोज्या (क+ख) 
+फोज्या (क-ण) 
२ ज्या क ज्या ख * कोज्या (क - खत) - फोज्या (क+ ण्यो 


ज्या ग+ज्या घर रज्या- रू. फोज्या “हू 








जया म-ज्या घरू२ फोज्या स्पा ज्या सु 5 


कोज्या ग+फोज्या घ आशकोज्या “पी कोज्या 7 7 


बे 
द् 


गन+घ या घनम 


कोज्या ग-कोज्या घर 
शो याघररज्या- यू मे 


८, ज्यार३क जे ज्या कफ कोज्या क 
कोज्या २ क *कोज्या 'क-ज्या क्र 5२ कोज्या* क -१ 
+१- रज्याप्क 
शरस्पक 
२ के ८६---------८ 

हे; १-रुप' भ 

ज्या शक 5 ३ज्या क-४ ज्या क 

कोज्या रेक--४ फोज्या क-१कोज्या क 

इेसप क - स्प के 

झ्प २ कर 

१-व्स्प 'क 


न्‍ 


९. ज्याकतशज्या३ फोज्या २ 


कोज्या ककोज्या'ू-ज्याः ह मफोज्या* 3 “१ 





हर न्श्नश्ज्या दर 
रघ्पर्‌ 
पे कतत हू 
्स्पप् 
१-सप ३ 
रहपर 
एए जया कत+---+ क्ष 
४ £+स्पाट्र 


५० 


कोज़्या क 





१-फोण्या छब्प्स्यया* श्य 


१+कोप्या कन्न्र्कोज्यार 


१-फोप्या फ 
१+ कोज्या[ क रे 


प्याक_ज्यांप य्थयाग 
का खा गा 
३ २... 

कोज्या क- ही +गा। - कार 
श्सागो 

काप्खा फोज्या ग+गा कोज्या पघ,.. इत्यादि 


क्या *- « ५ / (सा “खासा -गा) ६ 
खागा *.. इवल्ादि 


पथ सा(सा-का) _ 
शिया ५ खसागा इल्लादि 


सप ८0 / सा -खाओला “यगा) 
श्‌ सासा-का ! 
ज्याक 


| इत्यादि 


इत्यादि 








गा 
खागा सा (सा-का)(सा-खा) (सा-गा) | 
इत्यादि 


ऊ 


स्प जिम.) (स्फ्क) कल 








२१५. & 75 न खागाज्या कच नई गाकाज्याख 


हि खाज्याग 


|] 


दा! 





४ला (ला-का) ला - खा) ला- ग) 


<_ का _ खा .. गा. _काखागा 
श्ज्याफ शरेज्याख रज्याग ४७ 








आअरू->+> (सा -का)स्प-- (सा - खाएऐरुप-- 

कक... खत गम 

लखि-गा)सप --४त्रा ज्या> ज्या > ज्या-- 

ह (सा-गा)स्प ज्या; ज्यायू ज्याय 
अब, +_ “2 
खा-का 


कक कटज्या सै कौज्या 
चर 3 ४च्चा ज्या>कोज्या-- कोज्या-- 
सास्प३ धत्रा ज्याट्रकोज्यां न, कोज्या 


१२. चूचीय चतुभुज का क्षेत्रफल 
+७४/ (सा -का)[सा- खा)(सा -गा)(ला - धा) 
चूत का क्षेत्रफल“ प्या चर 





प्‌ 


शूृ कर्मन -- छंकम + छे; 
है. छेक्मन नै 
रु 
छ्क करने 
ने 
छऊ- माछकम +- छे १४ | 
न कृ' 


छेलमन 
कर्मी न्‍८ 
न नन्न * छेकम 
$' श्न्छे है 
छत्रम € छेः 
22९4 


१० 


* पहला अध्याय 
केोण-सापन (86४४०:७०७७४४ ० #ैशह69) 


११५ अिफोणमिति (४पर8००००७७४०४) के कोण (878]08) 
++रैंखिकी (8०00०४9) के अध्ययन से यद्द ज्ञात होता 
है कि दो सरल रेखाओं के मिथशछेद्न (77008000007) 
से एक कोण बनता है; और इस फोण की अद्दों (०00) सदा 
०" और ३६०" के बीच होती हैं । यह फोण रेखिकी में सदा 
घन माना जाता है। त्रिकोणमिति में कोणों की कल्पना 
(००7८०7०४०४) अधिक व्यापक दै। 

मान लिया जाय 
कि मव रेखा एक ही 
समतर् (एो870) मे मे 
बिंडु के चारों भोर घूम 
सकती है । यह रेखा 
धारंभिक स्थिति (ंगां- 
धंक्-908 9070) मय 
से चल कर प्रतिघटीवत्‌ 
(90% 606 5 जा 86) 
परिभ्रमण (४670४ए6) 
करने के पश्चात्‌ स्थिति 
आ. १.१ मप पर पहुंचती है। 





श्र 


प्रारेभिक स्थिति मय से अंतिम स्थिति मप पर पेहुचने तक 
मप रेखा जिस फोण का अज्रेखन (६200) करती है घदी मय 
और मप के बीच के कोण का माप (903807९) है । 


यौदे मच परिश्रमण रखा (70४० 5शाह )॥४७) मय स्थिति 
से घूमना आरम्म कर ग्रतिघदीवत्‌ घूमती शुई मव स्थिति पर 
आकर रे तो यमव स्यून झोण (५००५९ &0800) बनता दे। यदि 
चद स्थिति मफ पर रऊती दे तो जो फमय फोण बनवा है 
चह दो लम्बकोणों (780090९०) से बड़ा होता है। 
यदि म के चारों ओर एक पूण परिश्रमण करने फे पश्चात्त्‌ 

, परिश्रमणरेखा पुनः मव पर रुझे तो अल्धरेस्तित कोण चार 
लम्ब फोण +८४यमय के सम होता है। भव रेखा का 
परिध्रमण घदीयत्‌ (०००५७॥४०) अथवा प्रतिब्रदीवत्‌ द्वो 
सऊता है ॥ रूढी (0007०7000) के अनुसार प्रतिघटोवत्‌ 
ख्मण से बनने वाद पोण घन (9000०) और घटीवत 
ख्रमण से वनेन बाले फोण ऋण (7९0५॥४9) मांने जाति हैं । 
इस प्रध्मार ज्रिकोणमिति में कोण, किसी भी भद्तता 
(70४800५१0) के और किसी भी चिह्व के (घन अथवा भ्र्ण) 
दो संत दे । 

म को मूल बिन्दु (णाहाणे, मय को आदवि-रेखा 
(परपण ]70) ओर भत्र पारिश्रमण-रेखा को सदिदा-निज्या 
(80॥08 १९९४०) कहते हैँ । रेखा यम फो य! तऊ चढ़ाओे 
ओर उस पर समर” ऊस्ब (9७70०0त6प०७४०) सोचो | भच 
सम्पू्ण समतल के चार विभाग दो जाते हैं. जिनको 
चरण (तृण्घत5ग्रां3) कहते है ॥ 

» 


श्र 


यप्रर पहिला चरण, रमय दुसरा चरण, यमर' तीसरा 
चरण और रमय चौथा चरण है । 
उदाहरण +-- निम्नलिखित कोणों का अनुरेखण करो; 
(१) १०००१ 
(५) -<१५* 


«२ कोण के मापन की तीन पद्धसियां हे । 
पाषप्ठिक (७७४५४०शआं7०७) पद्धति में एक छम्ब कोण के 
९० समभाग किए जाते है। धरत्येक्त भाग एक अंश (१०९०९७) 
कहलाता है । प्रत्येक अंश के पुनः ६० सममाग किए जाते हैं ! 
प्रत्यक भाग कला (55०६४०) कहलाता है। फिर प्रत्येक कला 
के ६० समभाग किए जाते हैँ कोर भत्येक भाग फाप्ठिका 
(80070) फद्दछाता है । 
“१ छम्ब फोण 55 ९०० (अंदा) 
श्ः + ५० (कछा) 
१ न ६०” (काप्िकरा) 


१:२१: शतिक (0०7(९आंपश!) पद्धति भें एक रूम्ब 
कोण के १०० सममभाग किए जाते है । पत्येक्त भाग अंशक्त 
(8५४१७) कहलाता दे । प्रत्येक्ष अशक १०० कछाओं में और 
अत्येक कछा १०० काप्रिकाओं में विभाजित की जाती है। 

««.. ,* ठस्ब॒ कोण + १००भ॑ (अंशक) 

+ शअं न र०्ण (कला) 

श्र १००! (काप्टिका) 


१३ 


॥ 


११२४ कोण-मापन की एक पद्धति का दूसरी पद्धति में 
धरिवतेन 


१ छम्ब फोण सन ९०१ 5 एृ००अम 
लि) 
जार 


उदाहरण १-शतिक भाप में ब्यक्त फरो-- 
(१) ४१९ २२ ३९” 
(२) १५ रेए परे! 

जदाहरण २-- फाप्ठिक माप में ब्यक्त फरो-- 
(१) छश्ज ४श ६७" 
(२) <ज्म ११ पा 


१-३ आरीय (780]90) अथवा घतुछ (०ं/०गे४४े भाप-- 

» फ़िस्ती चुत (७१00) फी भिज्या (8079) सम लस्चाई 

चाले याप (४:70) द्वारा दुत्तकेन्द्र (४७०४७) पर आापातित 
(5प्ौ४०४7060) फोण को आर (7087) कहते हैं । 


दी हुई माकृति (80७) में चृक्त फलय का फेन्द्र 
भ है ओर कण चाप घुस को जिया फे सम लण्या 


ह्दै थ अतः फोण कम का माप एक आर होगा। फोण कमख 
१भ से दुर्णाया जएत है | 


श्ड 





आ., १.२ 


किसी भी कोण कमंग का आरीय माप (णंा०प्रॉ्ए 
११088776) उसमें थारों की संख्या के समान है । 


१.४ किसी भी घच की परिधि (०:०प०/०८७०८०) और 
च्याल (0५४४7०७४) की निष्पत्ति (7७/0) अचछ (०07088708) 
रहती है । 


बिन्दु म को केन्द्र मान कर दो दत्त खींचो | वाहर वाले 
चूत्त मे कखगध » स॑ भ्रज़ार्मों के एक नियमित 
(708.००५४) धहुमुज (7णए४०४) का अन्तलेखन (80708) 
करो । इसकी झुछ जिज्याएं मक, मख, मग, मघ, .......छो 
जो अन्दर के चृत्त को क', ख', ग॑, ध'॑, «..--- विन्दुओं पर 
छेद्ती हों | कण, खग, गा घ',....... को मिला 


श्ष 


अन्दर के चृत्त मं मी स भुजाओं का एक नियमित वहुमण 
क' ख' ग' ध'- अन्तर्लिखित होता है । 





भा १३ 
अब, मक  मख 
और मऊ + मख' 
अब जिमज्ञ मकख और मरू'ख' से, 
मक _मखख 
मक मर्ख 


शोर ८म्‌ उभय साधारण (००००7 $०0 5०) है. 
अतः ये दोनों जिम्ुज् समरूप (शंत्यावत दे। 


श्द 


फख मक 





'कासा!ा मक 
तो ऑल कखमथ... का परिमाप (00077९४६०) सनक 
वहुभुज के ख' ग' घ... का परिसाप रख 
कख 
न्न्क्क्स्ा 
हे मक 
मक 


भुजाओं फी संख्या स चोदे कुछ भी हो यह सम्बन्ध 
सदा सत्य रहेगा । यदि संख्या स अनंत (7776) बना दी 
जाय तो वहुभ॒जों फे परिमाप संचादी (0007887074)ग8) 
चुत्तों फी परिधि से रंगभग संपाती (००7०१०७४४) हो 
जायेंगे । इसलिए 


चूच फखगधघ---की परिधि _ _ मक 

चूत्त कखगर्घ ...की परिधि म्क 
चूत्त कसगघ-.-फी त्रिज्या 
चृत्त कखगघ...की त्रिज्या 





अथवा 

बुत्त कलमध-..की परिधि _बूत्त कखग'घ! ...की परिधि 
चृत्त कखंगघ... की तिज्या चुत्त कखमर्घा ...की भिज्या 
क्योंकि दोनों छत्तों फे आकार पर किसी प्रकार 
निवन्ध (7९४४४०४०४) नहीं रखा गया है इस लिए 


चृत्त-परिधि हे 
इत्त-बिज्या निष्पक्ति धत्येक बच के लिए एक ही 





१७ 


होनी चाहिए। ओर क्योंकि किसी भी बत्त का व्यास 


भज्या से घुत्त परिधि 

त्रि डु मा 

उसकी चिज्या ले ठुगुना होता है इस लिए “नम 

निष्पत्ति भी एक स्थिर (0०४87 एणा।००० है । 

यह स्थिरांक प्या' अक्षर से दुर्शाया जाता है। इसकी 
अर्दहा लूगभग ३.१४१५५... .--है। 

उयप्रमेष-- यदि किसी दृत्त की जिज्या भर हो तो 

उसकी परिधि 5२ ज-प्या 


मनन प्या-त्र. 


१.५. एक रुम्व कोण में आरों की सेय्या मिद्दियय 
फरना+-- * 

* मर्विदुु,फखश वृत्त का 
केन्द्र है जोर घ इस 
बृत्त की त्रिज्या है 
८ कमर्ग 5९०" और 
“कफमख चश्का 

क्योंकि. चूचछ 

के किखी चाप 
द्वारा केन्द्र पर आपा- 
तित कोण उस चाप 
की रूम्बाई का अजु- 
चाती (ए7०9०४- 

ञआ. १.४ #०ण३४) है, 





श्८ 


£कममस चाप कग ४ 
८कमख चाप कख 
| 
६ १ 
_्द्ठ परिधि द्यू (* प्या.च) 
.. जिज्या न 
हु 8 >प्या 
! २ 


॥| 





्र। 


छः कु 


ध्य ऊे 
८ कमंग॑ स्जि ८ फमसख 


प्याह 
5 (३) 
एक लूम्ब फोण र आरों के सम है । 


अथवा १ आर + हक) % १ लम्ब कोण 


पर॑तु प्या एक स्थियंक दे, 
इसलिए १ आर एक अचल कोण है | 
१.६ आर की महत्ता+- 


आ__ ४ 
स्ू--- » है लछम्व कोण 
ह या १ 


हि २२९०९ 
घ्या 


२] 


5१८० » (३१८३१...) 9 
5-५६" ५८ २९५८... 
न जुऊी १७ 36.4" (छूगभग) 


१.७. निम्वल्िखित सूछ की सद्ाायता से आरीय, 
हि 
चाप्रिक और आतिर मापों भें परस्पर सम्बन्ध शांत होता 


द्दै। ६ 


(री 73 मं स्द्ह०७ * 


प्या का सूर्धाक प्रायः छिसा नहीं जाता; मान छिया 
ज्ञाता है। 


१.८ किसी भी फोण का आरीय मापन 
चिज्पा 


< गा 


मान लिया जाय कि 
कमय फोई भी एक 
फोण है जिसका आरा 
भाष निकालसा है। भ फो 
केन्द्र मानकर मक के सम 
जिज्या बन एक बृत्त खींचो 
जो मक और भव फा 
क्रमश: (7080000प्रणण) 
क ओर व में छेदन करे | 
परिधि पर विडु ख इस 
आ. १०५ प्रकार छो कि 





० 


चाप कस न्‍चचुउछ-ब्िज्या 
भ और ख को मिलाओ। 
तो ८ फेस च| शत 
शैखिकी से, 
* / क्रमव _.चाप कब 
< कमण्ण चाप कछ 


_ चाप कब 
.. बत्रिज्या 


« ८कमव (फिस्ना जा) > ८ कमख 


चाप कब 
त्रिज्या 





“. यदि कोण कमब का आरीय माप 'अ हो चाप कब 
की छम्धाई था हो और बृच-जिज्या न! दो तो 
व | 
र् झ्नत्थ 
अयवा चन्तचर,अ 
१.९. उदाहरण १:-- यदि किसी गोल (570620) के 


एक दी घुब-चुत्त (ए०घंतांशा) पर स्थित दो दिंदुओं के 
अक्षवुत्तों ((४४६घ१68) फा अंत्तर ३९७/३०” है और गोरू-त्तल 


श्र 


(६प[808 0 ४080) पर भापित डनके वीच की दरी ५ 
प्रांगुल (0०) है तो गोल की चिज्या क्वा निएचय फरो। 


( च्य रे८ ) 


घुब-चृत्त “समतल 
(एरांधंडए 9]876 ) 
फमख द्वारा गोल का 
'छद (४6०४07) आहत्ति 
में दर्शाया गया है । 
बिंदु म गोल का केन्द्र 
और घर उसकी त्रिज्या 


द्दै। 





आ १९६ 
तो चाप फख 





चल कम आरी 
ह्निज्या <“ कमख का आरीय भाप 


चाप कख ५ ब्रांगुल 
ओर ८ कम ३९७३० 


/. ब्व शोण (३७३०") में आसे की संख्या 


न्कोण (टू) में जारों की लंख्या 


व्फोण श्ट् रद रद 


श्र 


-: 52८२ श्८ट० 
रुप ;८प्या हु 
5:९१ «६७३२८ ... पांगुल 
डदाहएण २:-- एक चिभ्ुज के कोण समान्तर श्रेढ़ी 
(8४फ्राप०४ ०७ 97०६7०5॥०/) में है। यदि 


“तर +२८८ 2» "३१८३२ 


उसके लघुतम कोण में आरों फी संख्या _ प्या ह्दो हो 
उसके महतम कीण में बंशकों को संख्या ४०० 





ज्रिभ्ुज के कोण अंश में व्यक्त करो । 
मान लो कि चिथ्रुज़ के कोण (य-२)", य* और (य+२)० है। 
प्रिभुज़ के तीन कोछों का पोग १८०० है, 
४ (य-र)+य+(य+र) 5१८० 
अधबा हे यर१८० 
यर६० 
«« पिभज के कोण (६० -२)", ६०९ और (६० + २)? हूँ। 
अय (६० -२) ८ क््कि (८६० - २) ] 5 
और (६०+र) * | (६० +र) न के 
“« प्रइमाउुसार, 


श्र 


(६० र) प्या 


१८० हि 
७ ४०० 
०-२) -- 
(६०+र) हर 
दर्पा /54०-२' _प्या 
अथवा २७० (छ कर) 70०० 
अथबा ३२ (६०-२) ७ ६०+र 


०. रू रे० .. 
»« अपेक्षित तीन कोण ५०९, ६०९ और ८० द/वँ॥ 


चघश्नावलि १ 


१, ४२ भांगुठ फा एके चतुछ बिभ्य (त50) भूमि पर 
घूमता छुआ छोड़ा जाता है। निइचय करो कि विश्व 
एक पूर्ण परिभ्रमण में उसका केन्द्र कितनी दूर 

आगे बढ़ेगा। (प्या +--- 


२. एक छोटा कीढा एफ स्थिर ((5९त) पएकरूप 
(एरगा०पणा) चुद्ाकार तार पर चल रदा है। बह 
प्रत्येक का (णां्ात॥ ०6६ 00) भें १३२ शाततिमान 
(००७४४७७४०) के अध (7209) से चकता हुआ १७ 
कलाओं भ तार की सीन पूरी प्रदक्षिणाएं कर छेता 
है। उस ब्रत्ताकार सार की चिज्या निकालों। 


(क्ली + २१८३१) 


रछ 


दो नियमित वहुमजों की भ्जाओं की संय्याओों की 
निप्पक्ति २७ है। पहिले वहुमुज के एक कोण में 
अंशों को संख्या और दूसरे वहुमुज के एक कोर्ण में 
अंदकों फी संख्या ४२:५५ निष्पातते में है। बहुभजों 
की भुजाओं की संख्या निश्चित करो। 


एक पंचमज (987/880०7)) के फोण समान्तर थेढी भे 
हैँ और उसका मद्दत्तम कोण उसके छघुत्तम फोण से 
डुगना है तो पंचभुज फे कोणों की अप अंशों भें और 
आरीय माफ में निकालो। 

(१) २॥ बजे (२) ७ वजकर २० फला पर और (३) 
पोने दस बजे घड़ी के कांटों के बीच के कोणों को 
अज्ञों, अंशकों और आरों में व्यक्त करो। 


कितनी दूरी पर ५ पाद (०७०) ऊंचा एक मलुष्य 
२०' के फोण का आपातन फरेगा ! लिन कल :३१४३१) 


५ 


दूसरा अध्याय 


न्यून कीणों की जिक्कोणमितीय निप्पात्तियाँ 


मान लो कि यमय 
् एफ न्यूनपरोण हैँ 
जिसफामाप थ है। 
रेस मय पर 
कोई बिंदु य लेकर 
मय पर यम लेय 
मम ने य छीचो । 

आ. ३.१ &यममभ भें भव 

कण (09]90000050), बम लेध जोर मभ आधार (0350) दे ॥ 
तो कोण भ की प्रिकोणमितीय निप्पत्तियों फी परिमापाएं 

(वाए३0००७) इस प्रकार दें. । 


सव  छलम्ब 
कोण थ फी ज्या (8870) थथवा ज्या(थअ)---- ०5 ्ह्स 
कोण भर फी फोटिज्या (००४४०) 
मम आधार 
अथवा फोज्या (भ) जब + कर्ण 
घोण थ फो स्पज्या (9०8०४) अथवा 5 5233 
स्पज्या (978 ०प) सप (अ) मन लावा 


ब्द्‌ 


कोण अ की व्युत्कमज्या (00960७70 

कर्ण 
भव लम्ब 
कोण भ की व्युत्कम कोटिज्या (88087) 


अथवा ब्युज्ज्या(अ)-- 


कण 
मभ आधार 
कोण भथ की कोटि स्पज्या (00/आ8976) अथवा कोस्प 
मभ आधार 
मर्व  छेब 
इन छे निष्पत्तियों के अतिरिक्त दो और निष्पत्तियां द्वोवी 
हैँ जिनका उपयोग वहुत कम द्योता दै। य निश्च लिखित हैँ।-- 
फोण अ की उत्क्रमज्या (ए०८०5९९ 876) 
अथवा उज्या (अ)5१-कोज्या (अ) 
कोण अ की उत्कम कोटरिज्या (00ए९:४४०ं 809) अथवा 
उत्कोी (अ)--१-ज्या (अ) 
ध्यान रखना चाहिए कि इनमे से प्रत्यक तरिकोणमितीय 
.निष्पत्ति दो आयामों (॥०0809) की निष्पतक्ति होने फे फारण 
फेवल पक ख॑ंप्यात्मकझू (7077676७!) राशि (व०००४५४ए) दे । 


अथवा च्युत्कोज्या (अ) ८ 


(झ) पट 


.,.. २.२ जिकोणमितीय निष्पत्तियों द्वी अर्दाओं की सीमा 
(78). _ पिछल अनुच्छेद (888 ६7४००) की आकृति से 
पु भे 
यहद्द स्पए्ट दे कि कोण अ की अर्ह चाहे कुछ भी हो, परन्तु 
वबभ < मन 
आऔर मम < भव 


इसलिए किसी भी फोण की ज्या औौर फोटिव्या १ से 
अधिक कदापि नहीं दो सफ्ती । 

इसी प्रकार किसी भी फोण फी च्यूत्द्मम फोटिय्या ओर 
व्युक्कम जया १ से कम कदापि नहीं हो सक्ती। 

८. बमभ की भिन्न ९ अर्डाओं के चचुसार मच ओर मम 
स्वतन्त्ररप से कोई भी भर्दयाएं ध्राप्त कर सकती हूं अतः 
स्पत़्या और फोदि स्पन्या फी अर्हानओं परी फोई सीमा निश्चित 
नहीं की जा सकती । 


इनकी भर्दाएँ शुन्य ' से लूफर अनन्ती ((9॥7/9) तक हो 
सकती हैं । 


२३ फिसी भी दत्त फोण पी पत्रिक्नोणमितीय निष्प- 
स्तियाँ सदा अपरिवर्ती होती है. । 


हे मान लो यमव एक फोण 

॥ है। रेखा मंत्र पर व्‌ 

ब्‌्‌ और व, दो बिंदु लो । 

अब ब और व, से रेसा 

मय पर ऋमदाः चभ और 

च,भ, लम्ब 8४4 । 

जिम्ुज्त यमम और व, 

रे कु मे, में कोण में साधा- 
रण है, 

€वभम5" ८ ब,भ,म (. प्रत्येक- १छम्बकोण ) 
४ विभज्ञ वभ्म औौर व, भ,भ समरुप हैं १ 


ञआा२२ 


श्द 


भव _ भय, 
मव मब, 


इसका अथ यद्द है कि व बिन्दु भव रेखा पर चादे कहीं भी 
रहे, फोण यमब फकी ज्या की अर्हा सदा एक ही 
रहती हे। इसी प्रकार यह भी सिद्ध किया जा सकता दे 
कि ८यमय की (अर्थात्‌ किसी भी फोण, की) अन्य 
भ्िफोणमितीय निष्पत्तियां भी खदा एक ही रहती हैं । 


तर 


२.४ बइ्युत्कम सस्वन्ध (720970०७) 7९00009) -- 
अजुच्छेद २.१ की आकृति रे, 


भव. मं 
ज्या (अ) च्युज्ज्या (आ) ₹यद्दा “ पद 
हक. 
रू 
”. व्युज्ज्या (अ) ह्कोछ ०४ (१) 
इसी प्रकार यद्द भी दिखाया जा सकता है 
* श्‌ 
कि बव्युत्कोज्या (अ) कज्या तय ता (२) 
र्‌ 
ओर फोस्प (भ) हू ह्वक्की जा (३) 
आलोक (706) +-+ अब आगे ज्या (अ), कोज्या (अ), 
स्प(अआ) इत्यादि निष्पत्तियां क्रमशः ज्याभ, कोज्याअ, 
स्पञ्म इस प्रकार लिखी जायंगी | ' 


श्द 


२७५ मूल भूव ऐकास्स्य (ृपरवेशञापशाईयं उत०0688)-- 
अनुच्छेद २.३ की आकृति में, 

८. मभव ४ ९० 
४. भव नभवस्क मर 
इस समीकार को क्रमशः मब', मभ' और भव से 
भाग देने पर , 


(स्व ) * (जि) 5 श्‌ “००००००००० को) ग 
( जा )' /क (प्र कर (खो 


चर (मद), ब्त्भु (सं (ग) 


जिकोणमितीय निष्पत्तियां को परिभाषाओं के अनुसार संबंध 
(क) फा निम्नालिखित रूपास्वरण (६१878४07008609) हो जाता 





ह 


हैः - फर्क 
(ज्याअ)९ + (कोज्याक)*७१ 

अथवा ज्या* अ+कोज्या* आर १ » «००२० *र्४) 
इसी प्रकार संचन्‍्ध ) और (ग) का फमणाः 
(७) और (६) में रूपान्तरण हो जाता है-- 

ब्युस्कोज्या' अत्श्क्स्पआ...... +०-- लत 

ब्युजक्या' अ-१+कोस्पस ०००३०४०४०*- पं 

सब. स्याण भव सब _भव _ 
कोज्या मे मत् मद  मत्त सपिभ 


३० 


नबी 
अर्थात्‌ स्पञ कोज्या बेड . अनीनिन (७) 
इसी प्रकार फोस्प अल निया से --(<) 


ज्याअ 
२८ अब ऊपर सिद्ध किए गए मूलभूत सम्बन्धों के 
आधार पर कुछ डदादरण साधित (50!४४०) किए जाय॑गे। 
उदाहरण १-- खिद्ध करो कि 
श्ज्ज्या अ ब्युत्कीज्या अ+ ३ 
श+ज्या क॒ हैं ब्यत्कोज्या अरे 











*कोस्प आ[पकीज्या ञ) 
श+ज्यांश 
चाम पक्ष ८ १-ज्या' झा (ब्युत्कोज्या भ+ १)६ 


ह्+ज्या आओ है ब्युत्कोज्या' अ-१२ 
, कोल्या अ, ब्युत्कोज्या अ+१ 
इकज््याभ  स्पम 
_.._ १+कोज्या अ 
(१+ज्या भ) सपए अ 





गवाल॒च्छेर के 


(४) और (५) से 
> फोस्प अत +फोज्या भ॒ 
ल्कॉस्पअ  ज्याथ 
ज्दृक्षिण-पक्ष 
उदाहरण २- छिद्ध फरो कि 
(१+कोस्प अ-व्युज्ज्या ))(१+ रुपअ +व्युत्कोज्या )) 5२ 


ड्रेर्‌ 








फोज्याअ __ है ) 
चामपक्ष 5 ६+ उ्वान :ज्याल 





फ उ्याञ श्‌ ) 

(१ कोज्या क्ष  कौज्या थे 
कोज्याअ +उया अ- )) 

्द् [ ज्याथ 





हु (फिज्या आअ+ज्या अ+१ ) 
कोज्या अ 


(कोज्या अ+ज्या अ)*- १ 
ज्या अ.कोज्या अ 


फोज्या' अ+ज्या* अ+२ ज्या अ कोज्या थ-? 
| ज्यात.कोज्याल 


श्ज्याअ, कोज्याम ९ 


ज्या भ . कोज्या ; 


> (: ज्यार अ+कोज्या* अू१) 
ब्ल्रे 


उदाहरण३-- सिद्ध करो कि 
कोज़्या' अ+ज्या' अ १-३ ज्या' ञ (१-ज्या* अ) 


हु १-३ कोज्या* ञ (१-कोज्यार झ) 
घाम पक्ष ८ (कोज्या' अ+ज्या' थ) * 
£ , (कोज्याई अ-कोज्या' अज्यास्थ नज्यार्ल) 


! ड्े३ 


नकोज्यार अ-कोज्याः अ ज्यार अ+ज्यार झ 
[ ज्यातष अ+कोज्या' अूू१ 
मू (कीज्या* अ+ज्या* अ)९ 
-ह कोज्या* अ ज्या*' अ 
१-३ ज्या* ञ (१-ज्या* अ) 


+१-३ कोज्या' अर (१- कोल्या* अ) 
प्रश्नाचल्ि २ 


पिम्नलिखित ऐकात्स्यों को सिद्ध करो+-- 


(९) संग अ+ब्युत्कोज्या अ 
कोज्या अ+च्युज्ज्या भ 


(४) ब्युज्ज्या अ-कोस्प* अ#१+४ कोस्पभआ 





मन स्पअ विनारस १९३८ 








कोस्पण ० 
(8) च्यूत्कोज्याअ अप का ब्| 'उक्ब्युज्ज्याम 
(ध) ब्युत्कोज्या अ- १ 
“- -: ब्युज्ज्या म-कोस्प अ 
५ च्युत्कोज्या मर 3 
(ध) कोस्प अनच्युज्ज्या 4-१ _ ५ /९ रै+कोज्या अं 
कोस्प अ- ब्युज्ज्या अ+* १-फेोज्य अ 


३ 


(६) 
(७) 


(८) 


(७) 


(१०) 


(११) 
(१२) 


(१३) 


कोस्प' थ +कोस्प* अ>ब्युउज्या ' अ-च्युज्ज्या'्म 
व्युत्कोज्या' अस्पअ+२ व्युत्कोज्या अ. व्युज्ज्या 
नंब्युज्ज्या' अ-कोस्प अन्‍्च्च्युत्कोज्या' अ2 |» 
ब्युज्ज्यार आ [वनारस १९४४ 
स्प्अ १+कोस्प' अ 


व्युत्कोज्या* अ 
१ _१ 
व्युत्कोज्या म+स्पअ॒ कोज्या भ 
ब्वी अजय अ 5 डे 
“ कोज्या अव्युत्कोज्या अ-स्पञ 
व्युस्फोर श्+प्या भ_ कोज्या अ 
स्कोज्या अ4सप अ जज्या लू ३-ज़्या मे 
हे ि कोज्या भ १०-ज्या ओ 
हि 
१+फोज्या अ+ज्या ज 








,.. [नागपूर १९३९ 


कोः हा] 
ऊास्प का स्प्त _कोस्प क स्परस 


कोस्प ख-स्प क 
ज्यायअ कफोज्या'आ __ भरोज्या 
अं ए+कौस्प जे १+स्पञ्म _ जयाझ कोज्या अ 
[बनारस १९४४ 


कोज्याअ ज्याअ _ थाअ+को 
र-स्॒ भय -कोस्प क गा 23, 


* [बनारख १९४५ 





रेड 


(१४) 
(१५) 


-(१६) 


(९७) 
* (१८) 
(१९) 


(२०) 


(९१) 


२१-ज्याअ कोज्याअ 


ज्याप अ+ज़्या* अ कोज्या' अ-ज्या' अ कोज्याग्थ 





« *. >“कोज्या' अजूज्या' अ-कोज्याः अ 
श्यू फोज्या ञ 
(कोस्प अ+ ब्युज्ज्या अ) कोज्या अ 
१ १ 
4 के हद ्च् 
का व्युज्ज्या अ- १५ च्युज्ज्या अ+रे 
[नागपुर १९२९ 


कोज्या अ [१-ज्या 
ज्शेव्युत्कोज्याम 


२ व्यूत्काज्या दा सुप अ-स्प अझ * 
च्युत्कोज्या अ+च्युत्कोज्या' अ+स्प* थे 
ज्याभ 

(रुप क + व्युज्ज्या ख)* - (कोरुप ख - ब्युत्कोज्या क) * 
२ स्प क्‌ कोसप ख (व्युज्ज्या क +ब्युत्कोज्या ख) 
यदि स्पअ्+ज्या अचय्म और स्पअ -ज्या अप्य्न 
तो सिद्ध करों छि म* -नः 5४ मन 

ता विनारस १९३९ 
ज़्याब के पदों में (9 ६७४७७ 00) व्यक्त करो +-- 


(ब्युत्कीज्या अ-कोज्या ञ) १ रे प््ज्याज ञ्ञ 


ड्५ 


(२२) ब्युत्कोज्या भ के पदों में व्यक्त करो :-- 
स्पञ कोज्या थ॒ | ज्याध्थ_ 
* ज्याण कोज्याभ 
विनारस १८९९ 


कोस्या अ+ 


२७ यदि किसी कोण की कोई भी एक च्रिक्रोणमितीय 
निष्पात्ति दी गई हो तो उसकी बन्य निष्पात्तियां भी जानी 
जा सफती हू । 
सदाहरण १-- किसी कोण की सब तब्रिक्रोपमितीय 

निष्पात्तियों को उसकी कोटिज्या के पदों मे व्यक्त करो । 

4 


न 


मान लो कि कोज्या अ॒ क्ष 
तोज्या अ5 ४१ -कोज्यारआ 
न्‍्थ्ज्क्ा 

र्‌ 
ज्याअ 
जगह 

शु क्षति 

५ 

कोन्याअ 


£्‌ 


६2 ॥ 


च्युज्ज्या भ + 








ब्युत्कोज्या अर- 





डेद 


ज्याअ 
स्प अन्ज्ज्या ल 
>> ४६-पक्षर 
ह54 
कफोज्या अ 
ज्याञ 
_._क्ष 
अ-क्षा | 


कोरुए अर 


उदाहरण २-- यदि कोस्प अ- - हो तो कोण अ की 
बट 


अन्य धिकोणमितीय निष्पत्तियों की संख्यात्मक अदा 
निश्चित करो । 
डा लूंब कोण त्रिश्वज बमभ में 
८भमब्र 5 अ, 
भबर छा 
और मभ 5 हे 
५५, डे 
जिससे कोस्प अर ज्ह्ञ 
अब मब ८ <प्रप्तनरे + भय*े 
्टिटरत्त 
च्ल्छ 





इज 


भव _ ४७ 
को ज्याभन्स्म्न क््ल ् 
8 
कर ब्युब्व्याभ ८ >७ 


र्‌ ७ 
सत्र >क्लोस्प ३ 
३ 
फोज्याम खकय्यू , 


हि छ 
भीर ब्युत्कोज्या भ ल्‍-बूण ; प 
उदाइरण रे-- यदि ब्युत्कोज्या अ-स्पञ्न पे 


तो ज़्या अ की भर्दहा निश्चित करो॥ 








त्कोज्या भ-स्पर्भ 5“. 
च्छुत कोज्या थे 

> -१7ज्याअ_ 

. ४३-ज्यास्अ 

_ ४ह-ज्पाल _ 

४श्कज्याज 
अर्थात्त 4 >ज्याश इ 
श+ज्या थे ष्‌ 


१३-ज्या अ_ हे 
श्क्ज्या स ५ 


अथवा ८ ज़्या अ-"२ 
ह 


कक ज्या आचः ड़ 
श्र 


घ्प 
उदाहरण ४--- यदि कोस्प अ त्द्ध 
क्ष कोज्या म-य ज्याअ 


क्ष कोज्या अ+्यज्याञ हें नहीं निकालो। 


[अंद् (ग्रणा760४४०४) भौर दर (व७॥०शशर्शण) 
की ज्या भ॒ से भाग देने पर] 


प्वकोज्या अ-य ज्याअ क्ष कोस्प भ-य 





क्षकोज्पा भय ज्याअ क्ष कोस्प अकय 


क् 
क्षय 


है कल 
च््ः य ऊय 


श्र अन्त य ६.५ 
ज्ल्लनन्क्यर 


हक 


प्रदनावलि ३ 


() किसी कोण की सब च्रिकोणमितीय निष्पक्तियों को 
उसकी ज्या के पदों में व्यक्त करो | 

(२) किसी कोण की सच त्रिकोणमितीय निष्पत्तियों फो 
उसकी स्पर्शज्या के पद्रों में व्यक्त करो। 

(३) किसी कोण की सब तरिकोणमित्रीय निष्पत्तियों को 
उसकी व्युत्कम फोटिज्या के पर्दों में व्यक्त करो। 

(४) कया ञ और कोज्या अर को कोसप अ के पदों भें व्यक्त करो। 

(५) ३३३५ आर और कोस्प अ फो च्युज्ज्या अ के पदों में ध्यक्त 
करो । 


किसी को क्षक्ष+श्यो  . .. .: 
(६) यदि फेसी फोण की ज्या, कल रक्षयय रच ध्द्दो वो 


उस कोण की अन्य निष्पत्तियों की गह्ाए निश्चित करो 
[_करूफचा १८७९ 


(७) यदि रृव्युत्कोज्या अ ल्त्र्‌ + न्‍ त्तो 
(अ्युज़ज्या अ+ कोरप क) की अहर निद्िचत करो ६ 
2 2 हू 
(८) यदि ज्याअ+__ टू तो 
केास्पष्अ-स्प'अ 
सलपपथ +स्पल की अर्हई निद्दियत करो। 


छ० 


3 5000 3 55% 503 
(९) यदि स्पञ +- बन तो सिद्ध करो कि , 
ब्यूज्ज्याग्ञ - ब्युत्काज्याप्म १२ 
ब्युज्ज्या 'अ+ व्युत्कोज्याय्आ २ 
(१०) यदि स्प'अ-१-र' हो तो सिद्ध करो कि 
ब्युत्कोज्या अ+स्पःअ ब्युजज्या अऔ#(२- २) 
विनारस १९८८ 





छ्र्‌ 


प्रदनावालि ३ 


(१) किसी कोण की सब त्रिकोणमितीय निष्पत्तियों को 
डसफी जया के पदों में वयकत करो ! 

(२) किसी ब्तोण की सब त्रिकोणमितीय निष्पत्तियों को 
उसकी स्पर्शज्या के पदों में व्यक्त करो। 

(३) किसी कोण की सब त्रिकाणमितीय निष्पत्तियोँ को 
उसकी व्युव्क्म कोरिज्या के पदों में व्यक्त करो । 

(9) ज़्या अऔर कोज्या अ को कोरप भ के पदों में व्यक्त करो। 


(५) ८७ अ और फोस्प भ फो व्युज्ज्या अ के पर्दों में व्यक्त 
। 


६ पक क्षक्ष+ न्य) मं 
(६) यदि किसी फोण की ज्या, झ्लद +शक्षय+ श्य*्दी ठो ६ 


उस कोण की अन्य निष्पत्तियों की अदा निश्चित करो 
[कलकत्ता १८७४ 


(७) यदि स्च्युत्कोज्या अ चर नि तो 
(ब्युजल्या अ+ कोस्प थ) की अहाँ निद्िबत करो ६ 

32.5 
(८) यदि ज्याकर- क््न तो 


हर की अह्द निश्चिचत फरो। 


४० 


र 


् 


कोज्या (६०"-ज) न « ज्या भ. 
मत 


स्प (९०९ ज्औोन मी « कोस्प अ. 
भरत 


इसी प्रकार निश्नलिखित सम्बन्ध भी सिद्ध किए जा सकते 
हः 

च्युज्या (९५०"-भ)- च्यूत्कोज्या 

च्युत्कोज्या (९०९ -ग)+- व्युज्ज्या अ 

आऔर फोस्प (९०९ -अ) 5 स्पअ 

अब, अधिक प्रयोग में आने बाछे कुछ पअमाप कोर्णों 
की तिकोणामतीय निष्पत्तियों का निधच्चयय किया जायगा । 


३.२ ०" की निष्पत्तीयां. 
कि डर मल 
मे भय 


थआ. रेन्‍२ 


मान लो कि एक छोटा सा कोण यमच, निश्चत भआायाम 
(४7०९ ]0ए080४) की सदिश जिज्या मंत्र से अनुरेखित 
किया गया है। 

समय पर बम झूंव खींचो | 


भव 
तो ज्या ममबरूपूद्ध 


छरे 


सीखरा अध्याय 


कुछ प्रमाप (४६४०१४४४) फकोणों की द्रविकोणमितीय 
निष्पत्तियां 


३.१ लम्यपूरद (००गणधयध्याए) कोर्णो की 
निष्पत्तियां-- 

मानलो कि यमय पक 

न्यूनकोथ दै। रेप्पा 


व्‌ 
ध मय के फिसी बिन्दु 
रे य से रेखा मय पर 
न यम लम्ब सींचो। 
ञ् 


था लम्बकोण  प्रिमुज् 
मयभ से कोण मबभ 
था, ३१ कोण वमम फा डस्व- 


52] 


पूरक दोगा। 
यदि /बमम >-ज दो, तो 
८.मबस * ९०*- अ, द्वोगा। 
आरुृति से, जया (९०*-स) ल्फ र फोज़्यान 


डरे 


अब किसी परिमित (77700) राशि का हर कोई अत्यन्त 
छोटी (780 ४४०!४ ४ए0५)) राशि द्वो वो छूब्धि 5 एक अर्नत 
राशि। 

इस प्रकार की अंतिमहान्‌ राशि०चिह्न से दर्शाई 
जाती है। < 


है “« इ्युज्ज्या ०न्ड ०० 


२4 आत्लोन्योग पल 22 
पुनः त्काज्या० कोज्या०: 
न 
र्‌ 
क्र 
कर कोस्प ०" «_. ६ 
स्प० 
न्‍्ः् 
है 


8 


प्यार है 
३२९ ९०९ अशद -“ज की लिप्पक्तियई 


कोण ०" दौर ५०" हम्बपूरक हैं। . 
अतः अनुच्छेद ३-१ और ३-२ से, 
ज्या ९०१-को ज्या ०९ 
> च३ 
कोज्या ९५०१८ ज़्या ०? 


छ५ 


अब यदि कोण भमय का धीरे घीरे इतना हास दोजाय 

कि भव और मभ एक दूसरे से सम्पाती द्वो जाये तो 

कोण भमत शून्य सम दो जाता है और इस दशा 
भव "० 


इसलिए, उय[० उर 
मंत्र 


केज्या सममथ ८ __ हे 
मब 


कि जब /भमव शन्य होता है तो मम और मय संपाती 
होते हैं और विंदु व फा ेंदु भ पर संपतन होता है, इस 


दश्ण भे मव नम 
«. फेज्या० नी ३ 
मम 


ज्या०? 


स्प०१ ७ 
कोज़्या०ी 








अब किसी परिमित (!70०) राशि का हर कोई अत्यन्त 
छोटी (7रगण।शए 80%0) राशि हो तो रूब्धि ८ एक अनंत 
राशि । 


इस प्रकार की अतिमहान्‌ राशि“ बिद्न से दर्शाई 
जाती है । 


४» च्युक्ज्या ०९डय०० 
१ न हैः १ 
पुनः च्युत्कोज्या०८ उज्कपन 
ब्श्र 
रु 
च्ट्रँ 
और कोरुप ०१ + >> 
स्प० 
ब्ल् 


३०१५१ ९०? अथवा ना की निष्पत्तियां 


कोण ०? और ९० रूम्वपूरक हैँ . 
अतः अनुच्छेद ३-१ और ३-२ से, 
ज्या ९०१ >फोज्या ०१ 
सत्र 
कोज़्या ९०१ > ज्या ०' 


छ५्‌ 


ब्ख्छ 
सुप ९०००-50 
.. कोज़्याएे० 
१ 


७ 


इसलिए, ब्युउज्या ९५००-११ , 
ब्युत्कोज्या ९०९८ ०० , 
फोस्प ९०१९-७०, 


डदाहरण-- रैखिकीय विधि से ९०" के कोण फी तनिष्पत्तियां 
निकालो । ५ 


: प्या ( [निष्यसियां-_ 
३१३ कोण ४५" ब्रबबा “छू की निष्पत्तियां-- 
मान छो कि कखग पक लंब- 
कोण द्विसलम च्रिध्षज (76 
ल्‍ बरम86त 480800]08 
का 7 ण्यष्टॉ) द्दे डर 
जिसमें ८ गू९०९ 
और ८कर- ८ खर>४५ 


| मान छो, क्ग्र>खगर>-का 
गच 





छ्द 


तो कस 5 ४कार यकारे 
नः्*२ का 
खग 
* जया ४४५ कख 


का 
. #श का 





कग 
कोज्या ४५९-- कद व 





ज्या ४५९ 
कोज्या ४५ 
__१/४३२ 
. १/०६ 
न्न्१्‌र, 


स्प ४५१ « 


इसलिए, च्युज्ज्या ४५ ४२, 
ब्युत्तोज्या ७६ 7 ४२. 
मौर कोस्प ४५९८१ 


च्या रह 
३४ दि अथषा मू की निष्पत्तियां-- 


ख 


प्न फ़ा चर का 5; 


आ, रेड 
._. माने लो कखंग एक समप्िभुज (०पुपा]॥४४७) 07878 
हद, ३ 


इसलिए, ८फर ८खर /ग ६०९ 
खशीप से कग आधार पर खच छंव खींचो १ 


ड८ 


मान छो समत्रिभुज की भत्येक झुज्ञा फी रूस्वाई रका है। 
तो कच 5 चय का 
लम्बकोण पिभुज् क्चख से, 


खच ४४ क्र -कार ७ ४३ का 


०_ ख्य _ ट 
ज्याव० नकल शका 
_्य  का 
दकाज्या ६० न्क््द्ध शका २ 


ज़्या ६० पा #३/९ ... » 


स्पदे० हकोज्या दे गए हे 





हि ्‌ 
इसालए, ब्युजज्या ६०7 हा 


ब्युत्कीज़्या ६०९:८२, 


रथ 26227 7 
तथा कोस्प ६०१३०: 


“५. कोण ३०? अथवा हू की निष्पत्तियां -- 


कोण ३०, कोण ६०९ का छम्ब-पूरक्त है, भत£ 
अनुस्छेद ६४ ओर ३०४ से, 


प्र 


कु । 
उस ० रक्रीएया ५० ० 


3, 6 
कोज्या ३० *य्या *ै० 


द इे8४ ज्यादे०_ है _ है 
१4“ कि क्यो न्् 
रुप २० >क्लेप्या ३० /३/२ ४३ 


इललिए युउ्प्या ३०-०२, 


७ ् 
ब्युत्फोरया ३०" + 
ब्यु हे 


है 
और कोस्प ३०-८ ४े 


उदाहरण-- जजुन्छेद ३३ की आहृति से ३०” के कोण 
की निष्पक्तिया निकालो 


३४ प्रमाप कोणों ०", ३०", 4५९, ६०" ओर ५९०" की 
निष्पत्तियों को सानश्यकता दोती दू। वे यहा निश्वल्वेखित 
सारणी (४४७॥४) के रूप में दी गई हैं। विचारश्ियों को चादिए 
कि इसे कठस्थ कर छँ। 


प्‌ 





दा । 







































































कोण | ०' [हट || [६०९ | ९० 
ज््या ० । पट श्र रू 
___ ३ ।/२ रे 
जि ४३7१ 
कोडिश्या [१ | शक ६ 
“हार्शेज्वा ०:7२ । $ (७/३६]| २ 

22042 4३ 3 
अल बइ 
यु म्ज्या | ०० २ ५२ कि १ 
आयुक्षप्र- २ ०2 
कोटिप्या। 
कोडिस्प! थ्ट ८2 
इज [हि है 


३.६१ उद्दाहरण १-- सत्यापन (६८7६) करो कि 


श्स्प ३० 


जया ६० * प्द्रस्व 7] 





9 ह 


हा _ 4/३ 
दक्षिण पक्षल 


रू 


3 


<ः 


क ८ डर प्च्धे 
३ ४ 


८ 4ए 


स्ज्या ६० न्याम पश्ष 
डद्ादृण्ण २-- सिद्ध करो कि मु 
(कोज्यां ३० +स्प ६० )३+(ज्या ४५ + ४२ कोज़्या ६० )" 
+(कोस्प ६० -फरोज्या ३०१९ * 


याम पक्ष ८ ( हर +४/ ३ ) हल ( जप +ह्‌ » स् ड़ 


5-६) +(६) +(“इम्स 
श्छ छ १२ 

हाध करार 

_ <१+२४+१ 

5 और 
१०६ 

श्२ 

28३ 
६ 





प्रश्नाचलि ४ 
(१) सत्यापन क्रो कि 
(अ) ज्या ६०१ > रज्या ३०" कोज्या ३०९ 
(भा) कोज्या ९०१ > कोज्या*४५९ - ज्या९४५९ 
ने कोज्या*७५९ - १ 


बन्श- श्ज्या*३५९ 
2 ०_  /- कोज्या ६० 
(६) जया ३०१८८ श्र ्ख 
8५ बो>+ ३,०_ , / १+कोज्यां थै०े 
(ई) कोज्या ३०” जज 


ने (२) सत्यापन करो कि 
(अ) ज्या श्रे५ी > ३ ज्या ४५१ -४ ज्या १४५९ 
(आ) झीज्या १३५९--४ कोज्या*४५०- ३ कोज्या ४५९ 


पक ५_ १-स्पर ६०? 
(४) कोज्या १२०१ + - ्स्वस्द्ृरणा 
टिप्पणी- विद्यार्थियों को चाहिए कि पांचवे अध्याय 
को पढ़ लेने के पश्चात्‌ दूसरे उदाहरण को करें । 





ण्३ 


(३) सिद्ध क्यो कि 
व्युक्लोग्या'ए५ + शुत्या*६०- कोस्प*३०*) 


जू० (बोया*2०+ण्या*द० +स्प*३०) 5६ 
डर 


१ 
हर 
(५४) सिद्ध करोकि 
च्युको-या ३० रूए ६० +प्या 3० व्यूणएया ४५ 
छ 
+क्ोयाई० कोस्प हैं० ऋचू 
5५७ सीमा (४४७) की कल्पना-- 


कक 5 
मान लो य्‌ "कं मिन् (78८४0०7) हे जिसमें भश् क की 


नहीँ स्थिर है और हर य ही अहाँ बविचरणशील (एक०७४७।७, 
0६ ९४0४४७ 0[ ६७०४६७0७) हू । 


डदाहरणाथे, मै 5१०क, 
हु 


उ+१०००द इत्यादि! 





१०४० 


न 


स्पप्न है कि जेसजसे हर य भी जहां क्रम होती जाती 
गज ये च्छ् हढ पे 
हू, बेस पेसे मिन्न य * सह उदती जाती € । दर य 


छठे 


बी भर्दा पर्याप्त कम करने पर, भिन्न न की अहां इच्छानुसार 


बढ़ाई जा सकती दे । 

अर्थात्‌, जैसे-जैसे य की अदा शून्य की कौर पहुचती 
है, चेसे-वैले भिन्न न की भर्झा अनती की ओर. प्रश्नच द्वोती 
है. (६0705 ६05 छा'तै5 ईग्रण।ए) । ३ 

जब न्यून होते-होते य शन्‍्यसभ दो जाता दे तो 
क ही महा की सीमा मम न 
श्र की भर्दा की सीमा भनत द्वोदी दे । 

अथवा संक्षप मे, 

सी कि ) ही] 

यू--+० 

पुनः, यदि राशि थ संतत (००४/शा०्प/३) बद्ती 
जाय और भन्‍्त में अनंत दो जाय तो भिन्न ह की भहां अत्यंत 


छोटी ("7०६८७॥४/७॥9 छा09)॥)) द्वो जाती दै । 


अर्धान्‌ सी + व्ः 


जज 


[2 
न्क्ज्ष्ब्या डित्त का क्षेत्रफल) 
कम कसर 
श्प्या रे 
अर 
ल्च्अत्र 
५ यदि प्या  अआरी री 
३-९५ यदि ०<थअ कं पललर » जहां अ आरीय मापम 


है तोज्याअ<भ<:स्पञज। 


मान सो म केन्द्र और तर त्रिज्या घाले घूत्त का कमस 
भा 
एक शकल है, और ८.कमखन्‍त्भ 


मक, मख और कसर को मिठाओ | विंडु सुपर चूत फी 
५ हि 4 ५ 
स्पद्यरेखा खस खींचो जो दर्चित (970ते०८८१) रेप्य मक स 
सििंदु ख पर मिले तो, & कम का खेघफल, 
हि 


मऊकू.( गे से मरू पर लंच ) 


/७| 


हल 


“ भक. मम्य स्या झ 


4 व 


ट 


५ 





आकृति से यह स्पष्ट है कि & कमसख पूण्ण जप से, 
दशकलू कम्रख के अन्तगत ६ आर शकल्ा कमल प्ण रूप 
से, 6 खमस के अतगत है । 

इसलिए, & ऋमर्प <शकल कमस्स </ मखखस 


श्‌ रू 
अर्थात्‌ छू भोज्या थ <प्र 





्ब्< ध चऋगस्पथ 


५ 3 १ (6 
अथवा आदि से अन्ततक “5 भ* से भाग देने पर 


५ 


जया अ <भ <स्प अ 


३,९१५ यदि अभ श्ृन्य की ओर प्रचुत्त दो तो 


द्ः और दोनों राशिया सीमा मे १ के सम होती हैं.। 
पिछले भन्ठच्छेद से, 

उ्या अनूभ<- स्प अ . ...---०-०००० ०० (६) 

आदिसे अततक ज्याभ से भाग देने पर, 


च््‌ हल 


>> चर 
ज्याअआ क्रोज्याज 


प्र 


अथवा, ३ < < बइ्युत्कोाज्या भ (३) 


जब अ की अर्हा अत्येत छोटी द्वो जाती है तब व्युत्कोज्या 
भ की अदा १ हो जाती दे। 


ज्यांश 
इसलिप, सम्पन्ध (२) से, २, की सीमा ९ हे। 


इसी प्रसार (१) को जादिसे अस्ततक हप अ से भाग 


देने प 
ञ 
कोयपा अ ब्छ्तब्न » ««« (व) 

परन्तु जब अ की अर्दा अत्येत छोटी दो जाती है तब 

कोप्या अ की भर्दा १ हो जाती है। 
ञझ 

इसलिए सम्पैध (३) स अथवा न की सीमा 
१ द्वोवी है। 

ये फऋल (ए०णेणे भाव- इस रूप भ लिखे जाते हू ६ 


[प 'ज्याभ हि 
सी थ् )5७ 














च्आ,श्च्झ 
उदाइरण २--_ ज्या ३० की एक उपसन्न (3997087868) 
हा निरिचित करो । 


दर 


ञ्ञा 
कर) न कक) 


प्पा्‌ ) 


/ ज्या३० नूज्या [२०० 


इन कोर्णों की उपसक्त अर्दाए निकालो-- 
(१) कोज्या रे०' (२) ज्या २० 
(३) व्युज्ज्या २०" (9) ब्युत्कोन्या ९ 
(७) कोरसप ८५ 
नीचे दिए समीक्षारों का स्थल रूए से साधन र्से। 


(5) भमप अच्च*०१ (9) जया अचू००२ 
(८) यदि ञ भारीय भाप में हो तो सिद्ध करो कि, 


सीकर) ]० 


है 


रत] 


५ 


किसी बिन्दु से १ ऋशक (प्या0) की दूरी पर स्थित 
पाद ऊंचे बांस ढारा दत्त बिन्दु पर आपातित 

काण का निदनय करो। 

यदि किसी विन्दु स <<० यष्टि (६785) की दरी पर 

स्थित एक बांस दत्त चिन्दु पर २० का कोण 

आपातित करता दो, तो बॉस की ऊंचाई क्या हे ? 


चौधा अध्याय 


त्रिकोणमितीय निप्पात्तियों के विचरण (एक०४०7थ) 


४-१ घन और ऋण रेखाए--- 
पहले अध्याय में यह बतछाया जा छुक्रा कि फोण 
क्रिस प्रकार धन अथवा ऋण दो सकते हैं। अब यह देखा 
जायगा कि एक% समतल मे रेषाओं की दिशा किस प्रकार घन 
क्थवा ऋण हो सकती हे। 
मान छो कि यमय और 
र्‌ रमर' दो परस्पर लंब सरल 
रुपाएँ एक दूसरे को मं 
जज बिडुपर काटती है । 
ल्‍ «तो रूढि के अनुसार 
सपा: ये * के दक्षिण पक्ष की और 
# न्तर 
यय' की समान्तर सरल 
रेखाएं धन, और रर के 
वाम पक्ष फी और यथ' की 


रा समान्तर सरल रेखाएं ऋण 
मानी जाती हं। 
आ, ४.१ 


द्ष 


इसी प्रकार २९ की समान्तर और यय” के ऊपर की 
सरल रेखाएँ घन, और रए कीः समान्तर और यय' के 
नीचे की सरल रेणाएं ऋण मानी जातो हैं। 

४.२ किसी भी फोण की पिकोणमितीय निष्पत्तियां-- 
दूसरे अध्याय में न्यूनकोण फी भिकोणमितीय निप्पंच्ियों फी 





र र 
हा 
प- 
न्यं जल क्राय य भा मा 
ल्‍ 
२ रा 
र श्ू 
कक *3, 
भर ४, 2७ भ 
यम नि य य बा 
श्र कु थे 
रु रु रा 
आ. ४.१ 


द्ष 


परियाषा दी गई है। भव किसी भी कोण की चिकोणमितीय 
निष्पत्तियों की परिभापा दी जायगी। 

मात छो छवि परस्पर छूंब रेखाएँ यय, रर एक दूसरे 
फा म बिंदु पर छेदन करती हैं। इस प्रकार पत्र का सम्पूर्ण 
अम्रतल चार चरणों में विभाजित हो ज्ञाता है। 

मान लो निदियत आयाम की सदिद्द जिज्या मव, स्थिति 
मय से प्रतिघदीवत्‌ परिभ्रमण आरम्म कर, घन फोण यमव 
(सूभथ) का भन्रेखण करती है। जैसा कि आहछतियों मे 
प्रदार्शित क्रिया गया है रेपा मय, चार चरणों मे से ऊिसी भी 
चरण में हो सकती है| व विंदु से रेखा यय' पर बभ छम्य! 
सींचो | कोण भ फी प्िकोणीमतीय निष्पात्तियाँ ये दोंगी-- 


ज्याश चः प््या ब्युज्ज्याम कि, नि 

कोज्या स | में, ध्युत्कोज्या मल 

मंत्र भभ 
स्प्थ लगी, कोस्पथ न मेंं 
मसभ के भय 


ऊपर दी हुई परिभाषाओं मे रेखाओं के चिह्नों पर 
उचित ध्यान देने की आवश्यकृता है। सदिधा प्रिज्या सदा 
घन मान्री जाती है। 


क्र१ फोण यमंथ (5 अ) की भर्शा चादे कुछ भी हो, 
अनुच्छेद २-५ फी भांति, यद्दां सी यद्द दिखाया जा सकता 
कि, 


द्द रे 


ज्यापअ+ कोज्यासआ १ 
इआुत्कोज्या '्अ--१+स्पभ्झ 
व्युज्ज्याःअ +१+कोस्पप्आ 
ज्याञ 
पंआ कल 5--+०- 
के फोज्या अ 


__ कोज्या थ 
और व फोस्प अर जवां 


४३ जिकोणमितीय निष्पत्तियों के चिह्न- 
रे 





मे बिंदु को केन्द्र मावकर किसी तिश्चित जिज्या का एक 
चृत्त खींचो । व्यास यय' और रर' चृत्त को चार चरणों में 
दिप्नाजित कप्ते हैं। भान लो कि भवच,, मव,, मच३ और 
मद, चार चरणों में सौदिश जिज्या की स्थितियां दे | व,भ,, 
चभ, वजभ+ और बस, रेखा य य पर रण्व॒ खींचो । 
.धिम चरण यमर मे भदच, ओर मम, दोनों रेजाएं 
घन हूँ; अतः इस चरण के किसी फोण पी रूद प्िकोणमितीय 
जिप्पाततयां धन होंगी । 
ड्वितीय चरण य/मर में भव. घन है परन्तु मम, ऋण 
है। इसलिए जया /वन्‍मम,, मल्‍्य, और मय ,, दो घन 
राधियों की निष्पात्ते दोंद क कारण धन छ$ परन्तु कोटिज्या 
८बम कण रादि मस« और घत राशे सब; प्ही 
निष्पत्ति होने के कारण ऋण दे। इसी प्रकाए स्पर्शज्या 
८बरमम, भी घन राशि भ.य, और ऋण राशि मभ, 
की निर्ष्पाच होने फे काए्ण ऋण है । 
तुतीय चरण यमर में भन्‍य, ओर मम दोनों 
रेखाएं कण हैं; बतः जया ८वमभल और कोरडेज्या 
- ८ब३ मभ७ ऋण हैं परन्तु स्पशेज्या ८वब्मभ३ घन है। 
चतुर्थ चरण रमय में म,य, ऋण और मभ, घन 
है; भतः जया ८वसम, श्रष्ण। पोटिज्या /व,मम, घन 
और स्पशज्या ८व,मरभ, ऋण है। 
फर्योक्ति फिसी दोण की व्युत्कमज्या, उस कोण की ज्या 
का व्युत्मूम है अतः किसो भी चरण में फोण की व्युत्कम- 
ज्या का घिढ़ उस फोण की ज्या के चिह्न के समान होगा। 
इसी प्रकार किसी भी चरण भें फोण की ब्युत्कमझोटिण्या 


छ८ 


और कोरडिज्या के चिह्न तथा स्पशंज्या और कोटिस्पदाज्या के 
किह्व सदा पक होते हैँ । इसलिए यादें किसी फोण 
की तीन घुण्य त्रिकोणमितीय समिप्पत्तियों झे चिह् शात 
द्दों तो उसकी शेष निष्पत्तियों फे चिढ् भी शात करिए जा 
सकते है । 

अतः यह सारणी स्मरण रपनी चाहिए-- 





रः 
ज्या+ _ ज्या+ 
फोज्या- | फोज्या+ 
स्प- स्प+ 
या मर जा 
ज्य- ह्या- 
फोज्या- | कोए्या + 
स्प+ [, स्प- 


४-४ स्व, फोंण अफा शून्य से २ प्या तक संतत 
४: ५ 3275 2 व 
विचरण होने पर, ज्या अ की भर्दधा फे चिचरणी फा अनुरेखण 
किया जायगा ! 
हे मान छो पिछले अज्जुच्छद की आकृति में चच की चिज्या 
ञ्ञहै। 


प्रथम चरण+-- ज्या अन्‍े थम 


पे 


अैस-जैसे फोण अ शुन्‍्य से ->- तकवदता है, यैले-पैसे स, व, 


६९ 


पहुँचती है ओर डसके द्वार अज्ञुरेखित फीण अ २ प्या के सम 
होता है। इस परिभ्रमण के आरम्भ से अन्त तक, कोण अ फी 
ज्या की अहाँझों के परिवतनों पर गतानुच्छेद में विचार किया 
गया दै। अब यदि सदिश चिज्या पुमः एक पूर्ण प्रतिघटीवत्‌ 
परिश्रमण करे तो फोण अ की भरद्दां २ प्या से ४ प्या तक बढ़ 
जाती है और प्रथम परिभ्रमण में ज्या अ की अर्डहाओं में जो 
परिवतेन हुए थे उनका उसो ऋम (०706८) में पुनरावर्तन 
होता है। इसके अतिरिक्त यदि किन्हीं भी दो कोणों का 
अन्तर ४ लंच कोण अथवा २ प्या आर द्वो, तो उन कोणों फे 
लिए सदिश त्िज्या की स्थिती एक दी होती दैः अतः 
उन कोणों की ज्या भी एक हो होती हे | इसलिए यद्द स्पष्ट 
है कि ज्या एक आवर्ताय ध्रित है और उसका जायतें-काल 
(9०४००) £ प्या है । इसी प्रकार सब भिकोणमितीय 
निष्पत्तियां आवर्ताय थ्रित हैँ और स्पर्शज्या और फोटिस्पशेज्या 
फे अतिरिक्त सब का आधर्त काल २ ष्या है । 

स्पशज्या कौर कोटिस्पशज्या की अर्हाओं में, परिश्रमण- 
रेखा क प्रत्येक अथे परिभ्रमण के पश्चात्‌ पुनरावतेन होता 
है। अतः स्पर्दाज्या और क्ोटिस्परशज्या फा आवते-काल प्या है। 


४-६ ज्या-विंदुरेख (00० 87090) अथवा समीकार 
र८-ज्या य का विद्वेर्ख 
मान लो कि परस्पर छंव सरछ रेखाएं मय और मर विंदु 
म पर मिथरुछेदन करती है । रेखा मय पर य और रेखा मर 
पर ज्या य की संबादी यर्दयाँझों का मापन करो | य की कुछ 
प्या प्या 


डपयुर्त मर्द उदाहरणार्थ ०-२५ चने इत्यादि छेऋर ज्या 


'फ् 


सतत शून्य स च तक बढ़ता है । अतः ज्याञ की बर्दा 
संतत ० से १ तक बढती दे । 
द्वितोय चरणः-- ज्या अन्न 5 


जैसे-जैस कोण भ, न से प्या तक वदता है वैसे-चैसे भय 


सत्तत च से शून्य तक घटता दै । मतः ज्या थ की भर्ा सतेत 
१ से शून्य तक घटती दै। 
ठत्तीय चरणा-- ज्या अच् शाड 


जेसे-जैल कोण अ, प्या से न्न तक बढ़ता है, वैले-बैसे भय + 
संतेंत श॒ग्प से-तच्र तक घटता है । अतः ज्या अ की यहाँ 
संतत शून्य स-१ तक घटती है । 


चतुर्थ चरणः- उथा अ ८ प्न्म 





जैसे-जैसे कोण थ -* जा से २ प्या तक बढ़ता है, चैसे-वैसे 


भव सेतत-भ से शुन्य तक बदता है। अतः ज्या भ की 
गर्डा संतत-१ से शल्य तक बढ़ती है 


४-५ आधवर्ताय श्रिव. ( एथ70व० एग्रठंणा8 )- 
.. स्थिति सय खे आरम्भ कर एक पूर्ण प्रतिघटीचत्‌ परिभ्रमण 
करने के पद्चात्‌ सदिश त्रिज्या पुनः स्थिति मय पर आ 


० 


यह वक्र ज्या- विन्दुरेख अथवा समीकार रन्‍ूज्या य 
का बिन्दुरेस कहलाता है । 

य और ज्या य की उपयुक्त सर्हाएँ लेने से इस चक्र को 
मय के ऋण पाइवे (838) पर भी वढ्ा सकते हैं। 


४०७ इसी प्रकार, कोण अ के संतद, शून्य से २ प्या 
तक विंचरण करने पर कोज्या अ की अर्हाओं फे चिचरण का 
अनुरेखण करे और समीकार र>कोज्या थ फा विन्दुरेख 
खीची | 





आ, ४.४ 


अपेक्षित विन्दु-रेख दी हुई आह्षति के समान होगा । 


४.८ अब कोण अर के शन्य से + प्या तक सतत 
दिचरुण करने पर स्प अ फी अर्दा के विचरण का अज्गुरेखण 


जे 


य की स॑वादी अर्दाएं मिकालो | 

















पा ] या 
4 


आयताटाताग: 





ञ्र्प्या 
य तू 


छ 








। प्पा 





र्प्या ष्ज | च्प्या 








य| 


थेसाथ मेदीहुई सारणी में भी दी गई हैं 
य के लिये न झाए 5 * शतिमात 


और र अथवा ज्या अ के लिए १७१ शतिमान 
इस अज्जमाप (8८208) पर, य और ज्या य की संवादी भर्दाओों 
क निरूपण करने घाले यिनन्‍्दुओं का अंकन फरो। 


का 


यह देखा जाथगा कि ये सब विग्छु एक संतत 
(0०7४77078) चक्र (077४०) पर हैं 





जैसे-जैसे कोण ज घशुन्य से -. तक सतत बढता है 


भ, व, संतत बढ़ता है औरे मम, सतत घटता है। 
इसलिए जप अर्थात्‌ स्प ज सतत बढ़ता दै। 


न $ 


ज्ञब 'अज- धर तो भ,च, 5 भ और भभ, 5० 


इसालए प्रथम चरण म॑ सप अर शनन्‍्य स+ ०० तक खतत' 


चढ़ता है। 
द्वितीय चरण+-- द्वितीय चरण में, फोण भर जैस-जिस 


सास प्या तक बढ़ता है चैसे-पैसे भ.य. भर से शून्य तक 


घटता है और मम, ऋण रहते हुए संख्यात्मक रूप से 


(7ए7०7०४॥९ ) चून्य से भर तक बढ़ता जाग द्चै। 


झच $:/: 
पद सपे भझ घड- 
53% मभ+ 


०. जब अर श्र उपेक्षणीय मल्प फोण 


शलन- मै, 
त्तव स्प झ क्र ७० 


मोर जब अ <प्या, स्प अ 5 दर चल 


जप 


दिया जायंगा । 


आ, ४. ५, 


प्रथम चरण३-रुप अन्न ५ 


मे, 
जव॑ अ>८2०, त्चो भय, २० 
और मम, रत तर 

“* स्प ०४६ ज्जछ 

क न 


जैसे-जैसे कोण अ शून्य से _ तक सेतत वढता है 
भ,व, संतत वढ़ता है औरे मभ, सतत घटता है। 


इसलिए जब अर्थात्‌ स्‍्प भ सतत चढ़ता दै। 
. 


;॒ 


ज्ञव 'अनर प्र तो भ, व, 5 प्र जोर मभ, ० 


प्या 


*«. स्प ग् 


इसलिए प्रथम चरण में स्प भ श॒न्य से + ०० तफ सेंतत 


चढ़ता है। 
द्वितीय चरणः-- द्वितीय चरण में, फोण भ जैसे-जेस 


प्यास व्या तक बढ़ता है चैसे-वैसे भल्‍घ, घर से शून्य तक 


घटता है और मभ, ऋण रहते हुए संख्यात्मक रूप से 


(7ण०ँं०श३ ) घून्य से घर तक बढ़ता जावा दै ! 


भव, 


सब झन्> 
हे मम, हि 


०, जब अर नस डपेक्षणीय अल्प फोण 


तब स्प अच्य:ू 5 ८०० 


और जद अ प्या, स्प अर स्का ० 


जप 


इसलिए स्प भ यीजीय विधि स (४ए०४क्ष०शए ) 
-० से शून्य तक बढ़ता दे । 


प्या 


अतः, अभफे ि अह्ा प्राप्त करने के ठीक पूव ही 


स्प भ॑ की थर्य घव और वहुत बड़ी दोती है, और भ के न्ड् 
भा प्राप्त करने के छीक् पश्चात ही सए ञ की भर्हा धयण 
और बहुत यड़ी द्ोती है 

इसप्रकार जब भकी अर्दहा प्रथम चरण से द्वितीय 
परण में प्रदेश करती हुई, न केसम होती है तव सप अ 
फी भर्दा में एक खण्ड (0०४४) आ जाता है । 

तृतीय चरण*+-- छृतीय चरण में भव, और मम 
दोनों ऋण होते हैं; भचक+ संण्यात्मक्ष रूप से शूस्प से 
तक बढ़ता है। और मभ; संय्यात्मझ रूप से तर से शुत्प तक 
घटता है । 

इसलिए स्पअर सै श्रन रहते हुए; शान्‍्य खे ०० तक 

है 
चबदता है । 
__ चतुर्थ चएण+--_ चलु्थे चरण में मबं, ध्थण दे कौर 

संख्यात्मक रूप से प्र से शन्‍्य तक घदता है, भौर संस, धन 
रहते हुए शून्य से भ्र तक बढ़ता है। 


इसलिए स्प भ नम बीजीय थिघि से -०० से 
ढ़ 
आत्य तक यदता है। 


दे 


3.८१ स्परशज्या विन्दुरेख अथवा समीकार रमण्-स्पय 
फा बिन्दुरेख- 














न | गण था शक पक पाए 
स्व लत ०-० 








कोण य का शबस्य 
स्प य की संबादी गाए 
सारणी सर यह स्पष्ट 


से *प्या तक विचरण होने पर. 
सारणी मे दी गई हैं। 
है कि कोण य के प्या से २ प्या तक 


र 





आ. ४,६ 


७७ 


विचरण करसे पर स्प य दी जो भर्हाएं प्राप्त दोती दे थे कमश+, 
फोण य के चनन्‍्य से प्या तक विचरण में, स्प य फी अर्द्याओं 
के सम हैँ। इससे यह शात होता है कि स्प य का आवर्तकाल 
च्या हैं। 

कोण य की मदत्ताएं मय रेणा पर, सप य की घन अद्ों' 
मर पर और कण अर्हाएं मर पर निरूपित फी गई है। 


सए य फी अर्शाओं का निरूपण करने धलि विंदुओं 
को अंकतन फरो। उन्र विंदुओ फो मिलाने वाला बक खींचने से 
समीफार रस्पय फा दपिदुरेख प्राप्त होता है | यहद्द 
आऊहृति में दिखाया गया है॥इसे यकी रप्या से यडी 
(87०४७) भर्दाओं फे छिए और य दी ऋण थर्दहाओं फे लिये 
भी बढ़ा सकते है । 


४.५. ब्युकरमज्या-विंदुरेख (००४९८४४ छश्७&ए0) 





कोण य के शून्य से रप्या तक्क विचरण के लिये समो- 
आर रच्वध्युज्या य का पिंदुरेख आकृति मे दर्शाया गया है । 


उदाहरण 


कोण अके शुनन्‍्य से २ प्या तक विधरण करने पर, 
च्युस्कोप्या थ और कोरप अ के विचरणों का अज्ञरेखण करो 
ओर 


(१) रन ब्युत्कोज्या य और (२) र८ पोौस्प य के 
विद्दुरेस अमुरेणजित करो। 


पाँचचां अध्याय 


किसी भी महत्ता के छोण की त्रिकोणमितीय तनिष्पत्तियाँ 


५,१ कोण (३६०१ स -: थो अथवा (२ सप्या ऊ जो की 
पर्बकोणमित्तीय निष्पच्ियोँ को (जहां स शुन्य, अथपा धरने 
अथवा ऋण पूर्णाक हो) ञ की निष्पत्तियोँ के पदों में 
व्यक्त करना ! 
यद्द स्पष्ट दे फि 
यदि दो कोणों का 
अन्तर रे६०” अथवा 
ञ॒रेप्या का पूर्ण अपप्त्ये 
« (776970) दो 
अर्थात्‌ यदि यह अन्तर 
परिश्रमण-रखा के, धन 
अथवा ऋण दिशा में 
एक अथवा अनेक पूर्ण प्ररिश्रमण से अनुरेखित क्षिया जा सके 
सो दोनों कोणों के लिए परिश्रमर्णरंखा की अंतिम स्थितियां 
संपाती होती हँ। इसलिए ऐसे दो फोणों की सब त्रिक्रोण- 
ममितीय निष्पत्तियां महत्ता में और साथ द्वी चिह्न में भी समान 
होती दै। 
इस प्रकार कोण (रे६०” स्॒ + थ) फी निष्पत्तियां कोण 
अ की निष्पत्तियों फे समान जोर कोण (३६०" स - ञ) की 


श्र 


आ, ५.१ 


<छ 


हे सेप्णत्तियां. कोण 
(-अ) फी निष्पत्तियों 
के समान दोती हैँ । 
थे उपप्रमेय-- ३६०* 
क्र और ०९ वी चिकोण- 
द मितीय सिप्पत्तियां 
एक सी होती है । 





आ, ५.२ 


७५,२ अ की था चादे छुछ भी हो, कोण (-थ) की 
निष्पात्तियां कोण ञ की मिष्पात्तियों के पदों में व्यक्ू करना। 
मान लो परिभ्रमणरेसा मय स्थिति से प्रारम्भ हो, 
महत्ता में अ फे सम यमव फीण घन दिल्ला में ओर यमव' कोण 
ऋण दिशा में अनुरेखित करती दै। 
अर्थात्‌, ८यमबच्य 
८.यमव/< 


भव रेखा पर के क्रिसी विन्दु च से मय अथवा मर्या पर 
यभ लंय खींचो और बम को इस प्रकार बढ्ाशों कि बह मा 
से बिन्दु व पर मिले । 

मय (और मय”) की चार चरणों में से प्रत्येक्त मे, स्थिति 
के अलुसार चार आकृतियां दी गई हैँ। 


<र्‌ 





जा, ५.३ 


- लेब कोण त़िम्नज्ों वधमम और 
साधारण है 


झऔर ८ भमव / समर हि 
«« ये दोनों त्रिप्रुज सर्वांगसम (0णाष्टाघ७7४) हैं. । 


वमम में रेखा समय 


८ 


अतः चारों आहृतियों में से पत्येक भे, रेखाओं के चिह्नों 
का उचित ध्यान रखते हुए, भव 5 मव और भव-+-भवद 


परिभाषाजुसार, 
भव >भब _ लय 
ज्या(-अ) न्यद्दात जब नी ज्या 


कोज्या (-अ) मम >> >कोज्या अ 


ज्या (-ओ)| -ज्याअ 


कोज्या (-अ) कील्या आफ आे 


“« स्प(-कआ)८ 


और व्युउज्या (-अ)5 -ब्युज्ज्या भ 


ब्युत्कोज्या (-अ) - व्युत्कोज्या 


कोस्प (-अ) 5 -कोस्प अ 


डदाहरण-- ज्या (7४५८) ८ >ज्या ४५९७ - 


हर | ड़ 


दै र्‌ 
झा ६००९ - ३०१ « -६३०९) -+ >सप दे०९ « -->< 
प्‌ (३६०० - ३०”) > रुप (--३०१) # >स्प रे०' ््ू 


कोज्या (- ६०”) 5 कोज्या दि०१ ८८ जे 


_ह 


वि 9.7 “३ 


हू 

७५.३ श्रित की परिभ्रापा-- 

प्रत्येक परद्सदति (७5७९४ 807) चल (६७7७0०) 
और अथलर राश्षियों से वनती हैं। चल राशि वी भिन्न-भिन्न 
अर्दाओं के अजुसार पदर्सद्ति की अह्ाँ में भी परिवर्तन होता 
है। यदि फिसी पद संहति में चल राशि य निहित हो दो 
उप्तकी थहा य की थर्हां पर निर्मर रददती हे और इस पद- 
खंट्दाति को य का श्रित कहते ६ूं। इसे श्रि (य) इस प्रभार 
लिखते हू । 

यदि थरि (य) मे य के स्थात मे -य लिखने से उसकी 
मद्तत्ता औौर चिद्ग में कोई परिवर्तन न हो तो उस्ले य का सम 
प्रित कहते है । यदि थ्रि (4) सम धित हो, तो 

छि (-य) "शथ्ि (य) 

यदि श्ि (यो भें य के स्थान में >य छिखने से उसपी 
महत्ता पहले के समान रह परन्तु उसके चिह्न में परिवतेन दी 
तो उस य का घिपम (०४१) प्लित कहते हू। 


न च 


यदि थ्ि (य) विपम धित दो तो 
स्रि(-य)त-शथि(य) 


गतानच्छेद से यद्द झात होगा कि कीज्या थ जोर 
ब्यूत्कोज्या य, य के समश्षित है; तथा जया य, ब्युज्य्या य, स्प य 
और फोस्प य, य के पिप्रम श्रित हैं । 


७-४ अ दी कोई भी अर्हा द्वाने पर फोण (९.०९ -अ) 


अथवा प्र चल ञर) की जिक्रोणमितोयथ निष्यत्तियों का 


द्ड 


| 


डे 


कोण अ की पिष्पात्तियों के पदों में व्यक्त करना। 











आ, ५, ४ 


मात्र को एक प्रिश्रमण रेखा >मब, अ के सम /यमव 
का अनुरेखण करती है और एक दूसरी परिभ्रमण रेखा मब', 


घ 


<५ 


है 
स्थिति मय से प्राइम्म हो ८यमर+९० पतिघदीवत्‌ बहु 
रेब्ित करती है और इसके पश्चात्‌ विगद्ध दिशा में घृमकर 
८स्मव' >अ॒ प्रटीवत्‌ अमुरेखित करती है। इस प्रकार 
<.पमरा रू ९००-आअ 
मंव और मय पर प्रमश प्र मोर जे मस्त समान दूरी 
पर लो और मय अथवा मय पर लब बभ और व भ' ्खीचो 
८यमर और , रमन की मद्त्ताए समान होने के 
कारण, 
रह ८.भमय ८ / मवस 
ओर, मय मय 
दोनों लय कोण घिभुज वमभ और मप भेसर्चांग 
समहे। 
दोनों घ्रिभ्ुजों की सवादी भुजाए सम आयाम की 
६। थिद्दों का ध्यान णफ़ते हुए, व्यरातिरययों से, 
भव ->मभ, मम भय, भव! 5 मय 
इसलिए परिभाषानु सार, 
भर _ भभ 
प्या(९० - भ) 5 ज्या / यमप' 5" ८ -- * फोप्या भ 
मार मव 
। 
कोज्या (९००--अ)--कोपय्या ८ यम है मय > पयाव 
व मंथ 
स्प[ण०ा-अ)> ा(क० “जी _कोज्याअ 
फोज्या (५०*-म)। प्याग 
इसी प्रकार व्यूज्ज्या (६० -अ)-चब्युप्कोप्या भर, 
च्युत्कोज्या (६० -अ) ब्युजूप्पा , 


<द 


न्फोस्पभ 








। कोस्प (९०"- अ)-नस्प भ 
५.५ अ की कोई भी भर्य होनेपर कोण (९०९ +स) 
अथवा (्ड +भ) को त्रिकोणमितीय निष्पासियों को कोण 


भ की निष्पत्तियों के पदों भें निश्चय करना । 
! र 





मान छो परिश्रमण-रेसा मब, मय स्थिति से प्रारम्भ फर 
भर के सम धन कोण यम्व का अस्रेसण करती है और 
तत्पपधात्‌ उसी दिद्या में अर्थात्‌ प्रतिंघदीवत्‌ घूमती हुईं पक 
और लंव फोण चनाती है और इस प्रकार स्थिति मव' पर भा 


पहुंचती दे तो (यम 5९०"+ग 


भव और प्प' सम आयाम के छो और बिन्दु य भर व' 
से भय पर रूंव वभ और प'स' खींचो । ) 


ब्िभुज मभव और मम य' सर्वांगसम हैं अतः उनको 
संवादी भुजाएं समा हैँ। अतः चारों आकृतियों पा ध्यान 
रखते हुए, ८ जे 


शा भय, मय «मन, और मर्ज ७ -जव * 


हु » 
“ ज़्या (९०१+ओआ) नम त्ज्ूव * फोज्या झ 





कोज्या (९० +भ)> - सी भय _ _ 
( ) मेंबर _ जब न 7 जया भ 


>. स्प (९० गेल _रयी(०+ओआ) _फोज्या 
कोज्य(९००+अ) -डयाअओ 


€ >फोस्प भ 
इसी प्रकार व्युज्ज्या (९००+अ) €व्युस्कोज्या अ, 
च्युत्कोज्या (५०१+आ)- -व्युज्ज्या अ, 





्ंद् 


कोस्प (९५०० +अ)- - स्पअ 
'उददरण-- १२०? की रिप्पत्तियां निकालोग 
9 रॉ 

ज्या (१२०१ ८ज्या(५०१+३०१ >कोश्या३० न 
कोज्या (१९००) -- कोज्या (९० + ३०० ++ “ ज्यादे०? 
' १ 
रा 
स्प (१२०) 5 स्प(९०९ + ३००) -८ - कोस्प३े०४ ८ - ४३ 


ओप मिंप्पस्चियां अब लिखी जा सकती हैं 


५.६ अ को कोई भी सर्व दोनेपर कोण (१८०"-अ) 
बथवा (प्या>ञ) की चिक्तोणमित्तीय निष्पत्तियों को कोण झ 
की निष्पत्तियों के पदों में व्यक्त करना । 


अनुच्छेद ५.७ और ५.५ की सहायता से फोण 
(१८०१ -भ) फी निष्पत्तियां सरलता से निकाली जा सकती 
हदें 


ज्या (१८०१ “>अ) «जया (५०९ +र57-ऊ) 
ब्कोज़्या (९५०-आ) 
(अजुच्छेंद्र ५-५ से) 
स्ज्याथभ 
(अजञच्छेंद ५४ से) 


कोज्या (१८०१ - अ) -कोज्या (९००+ ९० - ञ) 
न+>ज्यां (९०९ - ञ) 
(मल॒च्छेद ५- से) 
>+-कोज्या अ 
(यजुच्छेद ५-७ से) 
इसी भ्रकार, स्प (१८०* - अ)-स्प (९० + ९०*-आअ) 
> - कोस्प (९०*- भ) 
>-स्पञ 
इसलिए व्युज्ज्या (१८०*-अ) -ध्युज्ज्पा भ, हि 
ब्युत्कोज्या (१८०*- भर) -- - च्युत्कोज्या 
कोस्प (१८०"-अ) 5 -कोस्पभ 
इनकी रैखिफीय उपपत्ति (77००) विधार्थियों के अभ्यास 
के लिए छोड़ दी गईं है। 
उदाइरण १. १८० की निष्पत्तियों का निश्चय करो । 
ज्य। १८०" >ज्या (१८०* -. ०१) -८ज्या०*९--० 
कोज़्या १८०५ स््कोज्या (१८०९ न-न्क *) 
+-कोज्या ० "५८-१५ ' 
सप १८०” - हुए (१८०० -. ० )-८-रूए०९ ८० 
इत्यादि 
रे५' की निष्पत्तियों का निश्चय फरो। 


4 


उदाहरण २. 


जया १३५५ -ज्या (१८०० -7४५०) «जया ४७५९ हु 


न 


ण्छ 


कोस्या १३५ - कोप्या (१८०*--४५" - - कोज्या ४०* 


2 
त्- से 
स्ए १३९ >स्प (१८०*-४५०)- - स्प३५० + - १ 
इत्यादि 
उदाहरण ३ १५०* की निष्पत्तियों का निश्थय फरो | 
प्या (१५०९)-ज्या (१८०*-. ३०") >प्या इ०ब्टट 
कोप्या (१५०") --कोज्या (१८०-३०*) 5 - कोस्या ३०९ 


सू--.है 
२ 


डे कट ड 9 श्‌ 
स्प (१५० सःस्प (१८०३०) ७ >“स्प३०९--८ -- - 
सर ) ) ज३ 
इत्यादि 
निष्पत्तिया 
सकती हैं । 
५७ अ यी कोई भी भहां होने पर कोण (१८०"+सर) 


अथवा (प्या+ज) की निष्पत्तियों को कोण अ ही निष्पत्तियों 
के पदों मे व्यक्त करना । 


भालोक --- १२०१, २३५९, १५० की 
अलेच्छेद ५ ५ की सहायता से भी निफाली जा स 


अनुच्छेद ५० के उचरोच्तर (5ए006559776) प्रयोग स्रे 
न 


८2 * 


थे लिष्पत्तियां निकाली जा सकतो हैं । 
इस धकार 
ज्या (१८० +झ) जया (९५० +९०*-+- भ) 
नकीज्या (९०*+अ)--ज्या अ 
कोज्या (१८०+अ) + फोज्या (९० +ए९०६+आ) 
४८ - या (९५०*+आ) 5 >फोज्या अ 
रुप (१८०"+ व) स्प (९०+९०९+ झ) 
ल्‍ -कोास्प (५०+ट) स्पथ 
इसलिए च्युण्ज्या ((८०+अ) 5 -च्युण्ज्या अ 
व्युत्कोज्या (१८०"+आ) - - ध्युत्कोज्या भ 
फासप (१८०+णज)--कास्प अ 
... अभ्यास फे लिए घिार्थियों को ये सम्बन्ध शेखिशी 
से भी सिद्ध करने चादिएं। 
५.८ उदाहरण-- फोण (६७०"-अ) कौर (९७०"+अ) 
नी निष्पत्तोयां निकालो । 
जया (२७०९ - अ) ८: ज्या (१८००+९०- व) 
*# >ज्या (५०९ -अ)> -कोज़्या भ 
कोज्या (२७०९ - भ) 5 कोज्या (१८०-- ९०९ - अ 
< -कोज्या (९०९०-अ)- -उया अ 


श्र 


सप (२७०९-- अ)--स्प (१८००) स्नल्ज्क 
>स्प (९०*-अ)-कोस्प अ डा 
इत्यादि 
ज्या (२७०९+अआ) >ज्या (१८०५ ९०- ञ्ञ) 
चन्जज्या (९५०*"+आ)- “काज्या 
कोज्या (२७०*+ थ) न्न्केज्या (१८०९ + ण्ग्ग्फ्ञ) 
+ - कोज्या (९०*+अ) >ज्या ञ 
सप (२७०"#अ)> स्प (१८०"+दण्पज) 
>सरप (९५०*+अ)-- -कोस्पञ 
इत्यादि 
अन्यथा (॥662):-- 
जया (१७०९-आअ) >ज्या (३६०*--९०*- ञ) 
ऊज्या (-९०९- ०») -ज्या (९०९ + अ) 
+>+-कोज़्याय 
श्त्यादे. 
फोज्या (२७०१ +ज्त) - कोज्या (३६०९ -९००+ ञ) 
ध >कोज्या (-९०"+सञ) 
_कोज्या (९०*-आ) 
न्ज्या अ इत्यादि: 


श्र 


५.९५ साधित उदाहरण-- 
डदाहरण १. ज्या (१५६००) और कोस्प (-४०५०) निकालों । 
ज्या (१५६००) >ज्या (४»३६००+१२०" -ज्या १२०९ 
>ज्या (१८० -६०?) - जया ६०*८- प्र 
कोस्प (-४०९९- -कोस्प (४० ९) 
* -कोस्प (३६० +४५") 
 -कोस्प ४७६९ 5-१ 
उदाहरण-- सरल करो ॥; है 


झ ४ च्या 
स्पि ४५ +सुप (प्या+ अ)] [कोस्प ४०५"+कोस्प(नू +अआ) ] 


3] 


४ 
रे प्या 
मोर दिखाओ कि योदे अ-- हू तो इसकी अर्ीा 


होगी । 


दी गई पदसह॒ति 


किोज्या अ+ ज्या(प्या - अ)] ज्यि(_ झ)+ज्या(प्या + | 


4०४ 


| +7 रुप भ) [कोस्प(३६००+४५०)- स्पभ] 
(कोज्या अ+ ज्या अ)(कोज्या अ > जया थ) 
« +स्पअ)(१५-स्प अ) 
फोज्या'अ-ज्यास्ण 
्< जज स्पआ 
कोज्या' अ-ज्याग्झ 


शा 


१-._. ज्ग्ञअ 





३५ कोज्याअ , -» *+ ' - 
*. कोज्याभरि-ज्याओ ., पु * 
ग ड़ रच, 
कोज़्याःअ-ज्यापञअ' श्‌ 
कोज्या'अआ ? कोज्या अ-ज्यार्त 
ज्युत्कोज्याप्म 
यदि अब स्‍्या 
दि दर 
तो पदखद्ति >व्युत्कोज्यार - या _ _ 
53020 कोज्याब्प्या 
दर 


ध्ज् शक च्ः ध्ध हु 
ई). हे 


* 


९ 


जप 


(४ 

उदाहरण हे, सिद्ध करो फिः-- * 

[ज्था' [ ) 50020 (हर)+ज्या' (प्र) 

+ड्यार ([ ५३) नज्यार ([ कक ) 
कंज्यार (हू) >३ 


सा] 


ज््या (पर) व ज्वाष्या जिम या >ज्या(पिं 

ज्या (प्र ) सा (ष्वा- श्र्प्या ) ज्या्‌ श्ष्या 

ज्या (5३) ल्ज्या (प्या- का )>ज्या रा ) 
इसलिए चाभपक्ष- शज्या' (३) झ्यार दर) 


१५ 
जया ३) 
न ज्या( नह ) च्ब्या( नि २३) फोज्या ( ) 
» चामपक्ष रू र्श जया ( ) +फोज्या* ( १२)| 
+ब्ण (ं)] 

“(++ण (५) 

_र्श१+ 5) । 

म्न्रेक८ इ बल्ब 


श््द्‌ 


डद॒हरएण ४-- यदि स कोई पुर्णाँक हो ते लिख करो कि 
कोज्या (स प्या+अ] --(-१)१ कोज्या भ 


५. प्रथम, मान झो कि स, रघ सम एफ थुर्म पूर्णा क हैं जहा 
बच कोई भी एक पूर्णाक है 
तो कोज्या (स प्या +ज) रकोज्या (२ घ प्या +भो 
रकोज्या (घ३६०१ + भ) 
है +कोज्या भ 
+(-१)६५ कोज्या अ 
२(- १) कोज्या भ 


अब भाव लो कि ख एक अथुस्म पूर्णांर है और (रघ+१) 
के सम है जिम घ कोई भी एक पूर्णाक दे। 

६५ 

» कोम्या [सप्या+ आ):्फोल्या(श्थ + ईष्या + अ) 
सन्‍्फोस्या (रेघ प्य+प्या + ले) 
सन्‍्वोस्या (प्या+अ) 
ऋः-+कोज्याभ 
«(-१)१४+१ क्ोल्‍्या भ 
+(- १४ कोज्या अ 


इस प्रफाए, किसी भी पूर्णास्ध ख के छिए, 
पोज्या (सर प्या +अ) (“१४ कोज्या ज 


५ 


प्रश्नाचलि ६ 


(१) निम्नलिश्लषित समीकारों फा समाधान करने घांली+ 
हट है 5 
०१ और ३६०* के वंीच दी र कोण की भर्दा व निश्चित 
फरोः-- हा 


(%) ज्या थ ८ न (का) व्युशकोज्या जे * ३ 


५ ५ 2 है 
कि) रुप अ८+ च्ज्दू 


(२) यदि पे, स, ग, घ फिसी घुत्तीय (छुण०) 
चअतुधुछ फे फोण दो तो सिद्ध करा कि. , 
कोज्या क + फोज्या सक+कोज्या ग +कोज्या घ ० 

(कलकत्ता १८६७५) 

(२) सरल फरो+-- 


ज्या (९०९-ओ) कोजण्प [-आ) स्प (१८० +ञ) 
(+ज्यप्रद० -भ) [३ -चज्या(इूद८ं०+म )डशील्ाए०*- न र्ण-यो 





लिद्ध करो किन... 
(७) ज्या (४८०१) कोज्या (३३०) 
नफोज्या (-२४०*) जया (-३३०*) रू 


पद 


(्े 
(8) 


(७) 


(८) 


(९ 


ः 


(श्णे 


(११) 


सप (२४०") कोज्या (३९०) 
+ डया (८४०*) कोसुप (- ३०*) २० 
कोज्या (६०००) कोज्या (९७०९) 


हे 
> जया (२४०१) ज्या (६७००) ७-हुरे 


स्प््व न्ञ ब्युर्होब्या (झ) ज्या ( द्र्कम ) 


#कोस्प (प्या-अ)ब्युक्ज्या (्ि भर ) 
»कोज्या (प्या+ज) 
है: 
कोम्या"  +कोव्या" + + कोज्या। ता, +. 
२० ० २० 





श्प्या 
ध »« नी कीडया। स्पा 


शप (पया +अ)+ रुप ( रेप्या-भ )+ स्प (श्प्या+ भ) 
+स्प (रप्या-अ) + ,..-०- +स्प[(शस - शे प्या + थ] 
+स्प (रत प्या-भ)चत० 
खिद करो कि यदि स आयुग्म अथवा युग्म होतो 
तदचुसाए 
ज्या अ+ज्या(प्या + को 
+ज्पारष्पा+ भ) + -«स पदों त्तझ् 
न्ज्या अ अथचा >० 
दिंखामे कि निम्नलिखित पद-संदर्तियों में से प्रत्यू 
< फे सम 


श्ञ५ 


(० खोला (लता (2) 
(ला) ब्युज्ज्या (८) च्युक्ज्या' (हि) 


च्युज्ज्या [ शप्या ब्युस्या* (४ प्या 


“4 





(३) स्युललोज्या ५, [ फोज्या 'दू +ज्य ल्‍) 
+ ब्युत्फोज्या [ ज्या न नज्या “द्व) 
+ब्युत्केज्या ( जया “द + जय -ह्न) 

| >च्युस्कोज्या छू (फिज्या छः दर) ] 


(९९) - यदि ख एक घन पूर्णांक् हो, और 
इ- [२ स-१) ६] हो तो लिद फरो कि 


सप इ. स्परेइ, स्प+ सप (६ स-१)इ४१ 


शक 


छठा अध्याय 


दत्त चरिकोणमितरीय निप्पत्तियों वाले सब 
कोणों के ।छिए सामान्य (8०७४७) पद-संहर्तियां 


६.१ पिछले अध्याय से यह स्पष्ट द्ो जाता दे फ़ि यदि 
पफ्लविकीणमितीय निष्पक्ति की एक अर्हा दीहई द्वो तो ऐसे 
असंण्य फोण दो सफते हैँ जिनकी वद्द त्रिकोणमितीय निष्पत्ति 
चूत्त संग्या के सम हो। 

उदाहरणा्थ यदि ज्या अन्‍+ डे हो तो अ, ३० अथवा 


इसके ऋजुपूरक (5५०000070879) फोण १५० के सम 
दो सकता है । इनके अतिरिक्त यदि ऊपर के दोनों 
फोर्णों को ३६०" अथवा ३६० के अपवत्यों से बढाया अथवा 
घटाया जाए तो प्राप्त नये कोणों की अर्दाएं भी भ फी 
अर्दा हो सकती हैं । इत प्रकार, ३०" १५०१, ३९०, ५१०", 
(-३३०*), (-२१५९*) ...इत्यादि प्रत्यक्ष कीण की ज्या डे द्वै। 


यद्द नियम दूसरी निष्पतियों के लिये भी लागू होता है। 
अब कुछ ऐसी सामान्य पद-संहर्तियों का निइचय 
पिया जायगा जिनमें दृत त्िक्नीणमिताय समिष्पीत्तियों चाली 
जनंत कोण-भेणियों (8०:४९४ ० ०गट्ठ98) का समावेश द्वोता है। 


शैण्रे 


६.९ मानछो कि परिश्रमंणरेंखा प्राईभिक स्थिति सय 
पर है। तो धन अथवा ऋण 
दिशा मे, उसके ०, रै, ९, हे, 





आय, जीप उचय 
आ ६.१ 


या ४...... पूर्ण परिभ्रमण हो चुके हैं। यदि उसका सर्चया 
परिश्रम्रण न हुआ द्वो तो उसके द्वारा अनुरेखित फोण शुन्य 
होगा। यादें उसका, घन दिदा में, एक पूर्ण परिभ्रमण दो 
चुमा हो तो भनुरेफ्तित कोण रप्पा भार दोगा; यदि उसका, 
ऋण दिशा में, एक पूर्ण परिभ्रमण दो चूका हो तो मजुरोखित 
फोण- रुप्या भार दोगा। 


मान छो रेखा के दो पू्ण परिभ्रमण हो चुके हैं; और 
यदि परिश्षमण पतिथटीयत्‌ या घटीधत्‌ हुआ दो तो अव- 
रेखित कोण ४प्पा मथवा-४च्या होगा। 


इस प्रफार जब परिश्चम्रण रेस्ता मय स्थिति पर रहती दे, 
तो भज्ञरेखित फोण ०, अथवा +र्प्या, अथवा +8्प्या: 
अथवा +ध्प्या......इत्यादि, के सम दोता दै। यदि स शल्य 
अथवा घन अथवा ऋण कोई पूर्णांन हो तो ये सब फोण 
हे, स.प्या व्यज्ञयफ ( ९5ए7९७5श०॥ ) में समाविष्ट हो 
जाते हैं। मय! स्थिति पर आने के छिये पत्थिमण 
रैपा को, पूर्ण परिश्रमण कर पाईले स्थातेमय पर आना 
चाहिए। इसके पदचात्‌ ऋण अथया घन दिशा भें, 
पक अथ परेश्रमण कर परिधक्म्मण रेखा मय से संपतन 


श्ण्९्‌ 


करेगी, भीर इस दशा में, अज्ञुरेखित कीण (२ स.प्या +प्या), 
अथवा (२स. प्या-प्या), अर्थात्‌ (२स+ ३१) पथ के सम 
द्वोगा। ५ 

६३ दी हुई ज्या बारे रूघत्तम घन कोण की 
रखता करना ओर एक हो ज्या वाले सब काणों फो समाधिए 
फरने बाली सामान्य पद्‌-सहति निकालना । 

मान लो कि किसी कोण की ज्य धर! है। म विंडु पर 
मिथइछेदी परस्पर लम्य रेखाएं, यय' और रर' छो | म को 
केन्द्र मानकर ऐसा चूत्त खींयो जिसकी चिजा एकहो। 
रेखा मर पर (और यदि 'क्ष' ऋण हो तोमर पर) मप-क्ष 
काझो | प से निकलती हुई सरल रेखा यपय, रेखा य मय के 
समानन्‍्तर खींचो, जो चइच का व और व' पर छेदन करे। 





यमव फोण का इ ले अभिधान किया जाय तो, 
ज्या इन्यज्या यमबरूज्या भवपर- जब बट 
इसलिए दी हुई ज्या धाला छघुच्तम घन्र कोण इ है। 

आहृति से स्पष्ट है कि इतनी ही ज्या का एक बूसरा 
फोण यमब'>(प्या-इ) है। 

यदि 'क्ष! की महता और उसका चिद्ध दिया हों तो 
रमर' रेखा पर प बिंदु की स्थिति स्थिर हो जाती है। इल 
मकार परिभ्रमणरेखा क एक पूर्ण परिभ्रमण से, अमुरेखित फाण 
की दी हुई ज्या बाली केवल दो ही यदि हो सकती हैं! अर्थात्‌ 
जब परिश्रमणरेषा मव अथवा मव' स्थितियों के अतिश्कि 
और किसी दुमरी स्थिति पर न हो तो अनुरेखित फोण की 
ज्या, दत्त भह्दी क्ष के समान द्ोती है। (अज॒च्छद ५.६ देखो) 

जब परिभ्रप्रणरेखा मव स्थिति पर रहती है तो चूद 
एक अथवा अनक (अथवा श्न्य) पूर्ण परिक्षमण फरने के 
पबचात्‌ इ कोण बनाती है । अर्थात्‌, पिछल अनुच्छद 
स्‌ थदि थ शुन्य अथवा घन अथवा ऋण कोई पूर्णाक हो, 
तो परिभ्रमण रेखा कौण (रघ, प्या+॥) .........५ ००००-०० (१) 
चनातो है। 

यदि परिभ्रमण-रेखा मव' स्थिति पर हो तो अज्ठेसस्वत 
फोण [२ घ प्या +(दक्या- इ)] अर्थात्‌ 

[(शघ+ १) प्या -इ] ............ (२) 
के सम होता है। 

ऊपर के दोनों फोण-कुछक ( 8868 0 87868 ) 
पद्‌-संद ति, स. या न लटक हैं... «२२००० न>> नमी दे) 
में सभाषिष्ठ होते हैं जहां स शुन्य, अथवा धन अथवा ऋण 
कोई पूर्णाक है। क्‍यों के 
यदि स>रघ है तो (-१)१४+-- +१, 


१०४ 


अतः पद-संद्रति (३) का (२घ, प्या +ह) में रुपान्तरण 
दो जात है जे। पद-संहति (१) हीद्दे 

और यादें स-रघ! तो (--१)%४+५ -.. _ शत 

अतः पद-संहति (३ ) का [ ( रघ+१ )प्या-इ] में 
रूपान्तरण हो जाता है जो पदसहति (२) ही है ! 

पपप्रभेयः-- क्योंकि एक ही ज्या घाछे सब कोणों की 
व्युत्कम3,एँ भी समान होती हैं; अतः पद-संदति (३), एकहदी 
च्युत्तमज्या चाले सब फोणों के लिये भा सामान्‍य पद्सहति है। 

६४ दत्त कोज्या बाले ट्घुत्तम धन फाण की रचना 
फरना भौर एक ही कोाज्या चले सच कारणों के समाधिष्ठ करने 
चाढी सामान्य पद्‌-संद्ाति निकालना । + 





मान लो की दत्त कोज्या 'क्ष' है। विन्दु म पर मिथद्छेदी 
दो छस्व रेखाएं यमय और रधर ले। मय पर ( और यादे 
कह ऋण है।, तो मय पर) मप- क्ष कारो। प॒ से निकलती 
हुई सरक्तरेखा बपव रेखा र'मर के समान्तर खींचो 


म फो फेन्द्र मान कर एक बचत खींचो जिसकी विज्या एक हो | 
मान लो ।क रेखा य पय इल बुत्त का च' और ब पर छेदन फरती 
है। कोण यमव का इ से अभिधांद करो । 


््प फाड़ + फल भप्‌ 
ता फाज्या इ> फाज्या यम ल्श््व क्त 


इसलिए, दत्त फेज्या चाला सघुत्तम घन फोण इ है। भक्ति 


से यद्द श्पएट है कि इतदी ही फाज्या दारा एक दूसरा फीण 
य्रप +- इ है। 


€ 


यदि क्ष की महत्ता और उसका चिह्न, दिए हों तो रेखा 
यमय पर बिंदु प फो स्थाते स्थिर हो जाती है । इस प्रफार 
परिभ्रमण रेपा फ एक पूर्ण परिभ्रमण भें, अत॒रेखित कोण फी, 
दत्त कोज्या बालो, फेयल दो ही मर्द दो सकती हैँ। अर्थाव्‌ 
जब परिभ्रमण रेखा मद अथवा भव स्थितियों के अतिरेक्त 
और किसी दूसरी स्थिति पर न हो, तो अज्ुुरेखित फीण की 
योटिज्या दत्त भह क्ष फे समान दोती दे। (अछु० ५.२ देखो) 


१०६ 


जय परिश्रम्ण रेवा मय स्थिति पर रहती है, तो बह 
शूत्य बयवा कई पूर्ण परिभ्रमण करने के पश्चात्‌ इ कोण 
यनातो है। अर्थात्‌ यदि स शून्य, अथया धत अथया ऋण 
कोइ पूर्णाक हो तो अनुरेक्तित कोग ( २ सप्या+इ )के सम 
द्ोता है। 


जब परिश्रमण रेणा मत स्थिति पर रहती है तो घह 

शूत्य अथवा पएक्क अथवा अशेक्र एण-परिभ्रमण फर्ने के 

पदचात्‌ इ क्लोण यनाती है. । भर्थात्‌ इस दशा में अनुरेखित 
गेण (२ स्पा -॥) फे सम द्वोता दे ६ 


थे खब कोण पद्संदति (२ स प्या + इ)... ०००००) 
में समाविष्ट हैँ जददाँ स शुन्य भववा घन जथवा करण पूर्णो हैं। 


डपप्रमेय/ः-- क्योंकि एे ही फोज्या घाले सब कोर्णों 
की व्युश्कोज्याएं भी समान दोती हैं, अतः पर८हति (१) एक 
द्वी ब्युत्फोज्या बाछे सब कोणों के लछिय भी सामान्य पदू- 
सहति है। 


६.५ दत्त स्पद्योज्या वाले लघुत्तम घत्र कोण की रचना 
फरना ओर एक हो स्पर्शज्पा चाझे खब कोणों की समाविए 
फरने वाढी सामान्य पदसेंहति निकाछना । 


श्ण्छ 





आ, ६.४ 


मान छो दी हुई स्पशेज्था 'क्ष' है। म विन्दु पर मिथ- 
इछेदी परस्पर लेब रेसाएँ यमय और र'मर लो। मय पर 
रूम्बाई मप 5१ कटो और प से मप पर ऊंच पवन्‍्ध्ष 
खींचो। फोण यमव का इ' से अभिधान करो। तो दत्त 
स्पशेज्या चाला लघुत्तम घन कोण ई दोगा। 


मे को केन्द्र मानकर सव के सम त्रिज़्या का एक चृत्त 
खींचे। वम फो बढ़ाशो जिससे चद्द चृत्त खूब! विन्दु में 
फिक्त ओर मय पर लम्ब ब'प' खींचो। न 


तो ८ यम्रब' र (प्या +8) फ्री स्पर्शज्या भो का दोगी। 


रै०८ 


,पुन+ यदि परिश्रमण-रेखा स्थिति मव अथवा मब! के 
अतिरिक्त और किसी दूसरी स्थिति पर न दो, नो अठ्॒रोखित 
फोण की स्पर्शज्या दर स्प्शेज्यर के सम होती है। 

(भज्ञच्छेद ५.६ देखो) 
.... जब परिश्रमण रेखा मद स्थिति पर रहती दे तो बत्ु- 
रेडित कोण (श्थष्या+इ) फे सम दोदा है जहां घ शून्प, 
घन अथवा ऋषण * पूर्णाक दो । 


.... जब परिभ्रमण रेखा मव' स्थिति पर रद्दती है, तो अजु- 
रेख्िित फोण रघप्या + (प्या +इ) 


अथवा [(श्थय+१) प्या प्या+इ] के सम द्ोता है । 
थ सब फोण पदर्सदति सन्यान+इ-..०-००-०-०-«*न) 


पु 


में जद्दां स शून्य घन अथवा ऋण फोइ पूर्णांक है समाविष् 
हो जात ६ । 

डपप्रमेय +-- एक ही स्परज्या चाछे सप फोणों की 
फकोविस्पशज्याएं भी समान धोती है, अतः पदर्षदृत्ति (१) एफ 
ही बोटिस्पर्शज्या वाझे सब कोणों फे लिये भी सामान्य पद्‌- 
संहृति है । 

5.६. कुछ खसधघित डदाहूरण+-- 
उदाइरण-- , उन सब कोणों को समाविष्ठ करनेयादी सामान्य 
पद्संदतियां छिखो 

श्ण्५ 


(क) जिनकी जया ह्वै। 


(ख) जिनकी कोज्या - स्् है। 
(ग) जिनकी स्पर्शज्या ४३ है। 
(क) -+- ज्या बाला लघुत्तम घन कोण ४५९ अथवा 
*/२्‌ 
प्ण् 
हद 
इसलिए भनुच्छेद ६. ३े स, ज ज्या चाछे खब कोणों 
के लिए सामान्य पदसंदतति 
। स प्या+ (-१)७ दर] द्दै। 
/३ 0 
(छ) - “हू फोज्या बाला रघुतम धन बोण १५० 
अथवा नहा द्दे। 


(ग) ४३ स्पर्शज्या वाछा लघुतम घन कोण 


६०* अथवा “यू है । 


इसाडिए, अनुच्छेद ६.५ से, ४४३ स्पर्शज्या चाल सब कोण 


फे लिए साधारण पदसंदाते स प्या+ च्ा द्वै। - 


२१० 


र्‌ 


उदाहरण २.-- समीफार ज्या* अन्‍ः हू के खाघन करो और 


कोण ञ को सामान्यतम (0056 8०४०८!) अर्दा निकाला । 


धर १ 
याश्आ - 
पर २ 


*«. जया अचू 


नि 


उत्तर (प97०7) चिह्न छेने पर, 


१ _ तह पयों 
घा अ्‌ +-->- नूज्पा -..- 
30207 कक 


“ अन्‍्सप्या+ (१)-ओ 
अधर (]0४670) चिह्न लेने पर, 


ज्या अ८--..... - ५ ([ न) 
ग अ>- उप” जया (- हु 


«“ अचू्खप्या+( 3 शा 


इन दोनों साधनों (50५४०7७) फो संयुक्त करने से, 
अ की सामान्यतम भर्दा 


अन्‍्स प्याऊ न्च प्राप्त होती है। 


श््शु 


उदादरण ३-- समीकार फोज्या ज - न मौर 


स्पभ 5 + | समाघान फरने चाही (5४५३ए४६8) फोण 
ञअ फी सामान्यतम भर्दा:ं निकालो । 
फोज्या अर ई का समाधान फरने घाली, ०" और 
३६० के बीच फी भ फी अर्दाएं ३०* और ३३०* हैं । 
इसी प्रकार स्प थर८८- न को समाधान करने बाली 


० और ३६० के वीच दी थ भर्दाद १५०" और ३३०* हैं। 
“« दोनो समीफार्रों का समात्रान फरने पाली 
० ओर ३६०" के वीच की, झ की साधारण अर्दा फेंचल 


३३० अथवा न्द्ा ह्ै। 


इस फोण में चार रूम्य कोणों के रेसी भी अपवत्ये 
के योग से थ की सामान्यतम थर्दा प्राप्त होती है। 
हे 45 किक पु 

इश्चलिए थ फी अपेक्षित अहा 


«,. इसप्या+ स्स्टूम ह्वै। 


श्श्र 


«५»... प्रइनावलि ७ 


निन्नलिखित सभीकारों का समाघानव फरने वाली कोण 
अ फी सामान्यतम अर्हाएँ निश्चित करो +-- 
३ 

(२) जया भजदा. (२) कोज्याबअनन० 

(३) कोस्पअर-१ (७) च्युत्कोक्या' ८४ 

(७)  स्पश्झ>३ 

(६) 8 ब्युत्हरोज्या'भ -७स्प*अ रू ३ 

(७) यदि सर कोई पृर्णाक दो तो सिद्ध करो,द्धि निम्न* 
लिणित दोनों सत्र एक दी कोण निरूपित करते 
दू ः- 


(रख-१) ३ +(- श्ः डे भौरक्सब्याऊ हु 
(८) तिद्ध फरों कि स प्या+(८१)१ (व्या-इ) और 


शेप्या ध्या 
स्खि प्याऊछ “८ 'इ) +इ दोनों सच एक 


ही कोण का निरूपण करते है । 
(९) कोस्प अर 5१ और ज्या अ ब्ल्ज्ड इस दोनों 


खमीकार्सो पा समाधान करने वाली फोण भ की 
सामान्यतम अहाँ निकालछो ! + 


(१०) यदिस्रम्श + कोस्प न अ + स्प-्यू' फोस्प डा 28 


स्श्र 


हो, तो सिद्ध करो कि इल समीकार का समाधान 
करने वाली अ की अह्ाए समान्तर श्रेढ़ी में है ओर 
इस श्रेढ़ो का प्रचय ( 00फात्रण्ण व[078508 ) 
निकाला । 

६७ जिस सपीकार में पक्र अथवा अंनक चिक्रोण- 


प्रमेतीय निष्पत्तियां अन्तर्भृत हों, उसे जिकोणमितीय- 
समीकार कहते हैं। 
,तीचे कुछ सरऊ घिक्रोणमितीय सभीकार सिद्ध किए 
गए दे । ५५ है 
उदाहरण १९-- घिंद्ध करो ४-- न 
२३ कोज्या'अ+ ४/३ ज्या अ८८९[ कलछकत्ता १९०२ 
यह समीक्षार इख भ्रकार लिखा जा सकता दै :-- 


३ (१-ज्या'अ)+ ४रुज्याञअ चर 
अथवा २-नेज्या'अ + /२ज्या अत्र 
अथवा ४२ ज्या भ(१- ४शेज्या अ)४० 


बतः या तो ज्याअ5० ६४०४० ६ (है) 
अथवा १-- ४रि ज्याभ् ० ४५४० रं 
(१) से, 


ज्या म>>० 5 ज्या ० 
अतः भ की सामान्यतम अर्हा बच्स प्या है। 
(२) से, 
क्‍या अन--- >ज्या 
३ 


श्श्र 


अतः अ की दूसरी सामान्यतम बहा 


ष्या 
अलखप्या+(-शुण -. है। 
उदाहरण २-.. ख्िद्ध करो ३--. 


स्प भन्‍कोस्प त अ हे 


स्प अकोस्प त भू स्प (हि नत अ) 


अतः यदि स 
चूर्णांक हो तो « 


प्या 
अच्सच्या+ (हु-त भ) 


इाल्य अथवा धन अथवा ऋण कोई 


५ प्या 
अथबा अब्- [सं नै ्‌) तह 
प्रश्नावलि ८ पु 


इन समीकारों का साधन करो ३-- 


(१) ज्याष्थ+ रद कोज्या अ 


कर (र- ४२) >5० 


(२) 
(३) 
(४) 


(५) 
(६) 


(७) 
(४) 


(९) 


(१०) 


ब्युक्ज्या' अ+कोस्प' अज-रेकोस्प अ 

[कलकत्ता १६०८ 
३ सपस य+७-३ व्युत्कोज्या य.. [नागपुर १९३० 
३- जया अभ कोज्या अर *देज्याप्थ 
ज्या ७ अन्‍-ज्या रे अ 
कोज्या ५अचू्प्या झ 


हक पे १ 
कीस्प अ 5 कोस्प हनन 
५, ६4 
रुप (इ+४६)नन - कर 
और कोरप (इ-ई६) ८ ८३ 
9, ४ कक श्‌ 
पोज्या (रय +पर) ++ जद 


और कोज्या (५य +३२) ८ 


समीकार ककोज्या अ+खज्या अन्न्य का साधन करो 
सौर दिखाओ। कि यदि कर + ख' >गर हो तो अ की 


दोनों भर्हाएँं समान होंगी । 
[करूफचा १८६८४ 


श्श्द 


सातवां अध्याय 
न्‍न्‍थ ध्छँः 
चोग और विदय्योग प्रमेघ गुणन-सूत्र 


७न्‍१. योग-प्रमेय (360760॥ ४९०४९७०)-- 
अब यद पघिद्ध किया ज्ञायगा कि 
जया (क+खोरूज्या क. कोज्या ख + कोजया क. ज्या ख 
और, कोज्या (क+ख) >कोज्या क. कोज्या ख -ज्या क,ज्या ख 
मान लो परिभ्रमण रेखा मय स्थिति से प्रतिधदटीचत्‌ परि- 
द अ्रमण आरम्भ कर, 
हि कोण यमठ (>क) का 
अनुरेखण ,करती 
2£. और पुनः कोण टमठ 
(>खं) का अनुरेखण 
करती है। इसलिए 
८यमठ 
++८ यमट+क ८ टमठ 
च्क्+ख 
मे भ्न्च अरेखा मठ पर कोई पिंदध 
व लो और रेखा मय 
ओर रेखा मद पर 
क्रमशः बम भर वप छंब खींचो। विंडु प से रेखा मय और 


रेखा व पर ऋमश: पथ और पफ रूम्व खींचो 





आ,७,१ 


श्र 


८मभव भर /मपव छेब कोण हैं, इसलिए विंदु 
भा, भ, प और व संदुतीय (००००9०४०) होंगे। 
अतः ८.पवभ और / भमप के एक ही खंड (8९800०7) 
भे होगे के कौरण, 
£प्व॒म ८ ८ भमप् >क्क 
अर्थात्‌ ८पथमरूक कम 4 


अर ्ध भव __ भफ +फव 
«».. इसछकिए,ज्या(क+ख) *-ज्या / यमठ हनन प्लस 





पफभच आयत (7००७०ग78/0) है। 
अतः भफ न्चप 


«» ज्या (क+ख) 5 _+ जब 


>चप मप | फय पथ 
मप मंद पव मय 
“ ज्या (क+छ) 5 ज्या क कोज्या ख+कोज्या क ज्या छ 
चुन, कोज्या (क+ख) "फोज्या ८.थमठ रू भव 
_मच-भच 
, मद 
और भच <फप 


श्१८ 


« कोज्या (क+ख) 5 मय - हीए 
भव मद 


मंच मप _फर पव 


मप मंद पव मं 


ममकोज्या क. फोज्या ख- ज्या ८ पवफ: ज्याख 
चन्कोज्या क. फोज्या ख -ज्या फ, ज्या ख 
«« कोज्या (क+ख) + कोज्या ककोज्या ख - ज्या क.ज्या ख 


७०११ गतालुच्छेद की आरृति, कोण क और कोण ख 
के घन तथा निक्रोण देने की दृशा के लिये खीं ची गई थी, परन्तु 
किन्हीं मदलामो के फोणों के लिए भी यही उपपत्ति छाणू 
छोती है; केचलछ राशियों के चिन्दों पर उचित ध्यान देने की 
आवश्यकता है । * 

ऊपर दिये गए प्रमेयों दी सत्यता इस प्रकार से भी 
दुर्शाई जा सकती है । 

पदले मान लो क और ख न्‍्यून फोण हैं, अतः (गता- 
जच्छेद से) क भौर ख के लिए ये प्रमिय सत्य हैं । 
अब मानको क्वि क, २९०" +क हु 

« और ख,च्ख 
तो जया (क, +ख,) 5 ज्या(९०९ +क +ख) 5 कोज्या(क + ख) 
#केाज्या क कोज्या ख-ज्या क ज्या रब 
(पिछले भज्ञच्छेद्स) 


११९ 


परंतु ज़्या (५०"+क)-कोज्या क 
सौर कोज्या (५०"+क) + “जया क 
“उया (क, +ख, ) ल्‍ज्या (५०+क ) कोज्या ख 
+कोज्या (५०*+क) जया ख 
ज्ज्या क कोज्यां ख, +कीजया क, ज्या,ख, 


बे २४४०२: 
इसी प्रकार, 
कोज्या (क, + ख, ) 
न्कोज्या (९०"+क+ल)  , 
व* -ज्यां (क+ख) की 
| “ज्या क कोज्या ख-कोज्या कज्या स 
(७१ अज॒च्छेद से) 


रकोज्या (९०*+क) कोज्या ख -ज्या (९०*+क) ज्याख 
रकोज्या क, कोज्याख ,-ज्याक, ज्या व, , 


| 2०० >>) 
इसी प्रफार ख के स्थान भें ख, 5९०+ख टसिखकर भी 
प्रेमय (१) और (२) सिद्ध किए जा खकते हैं। 22 


३ ह 
इसी घरफार क२ 5९० +कई, और ख, 5९०*+ छा, 
झेने से, क और ख की, ०" और २७०' के वीच की किन्ही भी 
मद्त्ताओं के छिए, इन अमेयों की सत्यता सिद्ध होती है । 


र२० 


इस रीति से अग्वसर द्वोने पर कफ ओर ख की किन्हीं 
भी भद्दत्ताओं के लिए इन प्रमेषों की सत्यता सिद्ध 
की जा, सकती दे। 


७-२ वियोग-प्रभेय (8प्रोह४0707 ४00श00-- 
अब यह सिद्ध किया जायगा छि, - * 
ज्या (क५-ख)  ज्या क कोज्या ख -+> कोज्या क ज्या ख 
और फोज्या(क -ख) 5 कोज्याक फोज्या ख + ज्याक ब्यास 





८ थभ थ्‌ 
भा ७.२ | * 


मान छो ,कि परिश्रमण-रेखा मय स्थिति से धतिघदीषत्‌ 
' परिभ्रमण करना आरमस्म कर कोण यम (#फ) का। अज्ु- 
रेखण करती दे बोर तदनंतेर धृटीबत्‌ परिभ्रमण फर 
महत्ता में ख के समान पक्र कोण का अनरेखण फरण्ती 
है जोर इस प्रकार अंतिम स्थिति मठपर था पंहुचती हि 


श्२१्‌ 


इसलिये ८यमठ ८ यमट - /.टमठ 
ल्‍्क-ख 


रेखा मठ पर विंढु ब छो औ व से रेखा मय और मर 
पर प्रमशः बस भौर वप लम्प खींचो | बिंदु प से रेखा मय 
जौर चर्चित रेप भव पर फ्रमदाः छम्य पच और पक खींछो 


फ्थोंकि £ममव + ८ मपद्र १८०? 
अतः चतुभुज ममवप चृत्तीय (०४०१०) दै। 


८प्वबफरः ८ भमप तक «««०००«*न्‍न] 


भव _, भफ - धथफ 
लिपि ज्य  ख) तकीलक अप 
इसलिए ज्या (क-ख) जया यमठ जद क्र 


परन्तु, पफमभच एक भायत है । अतः भफ * चप 





चप्‌ _बफ 


““ज्या (कफ- ख) 
ह मव मं 


5 
* __ चप मप _यफ वप 
रा मंप मंद बप मंद 
ब्ज्या क*कफोज्याष - फोज्या ८ पएषफ ज्या से 
जज्यो फ-कफोज्या ख-फोज्या क*ज्या ख 


[0) जे | 
ल्‍ + कोड टी 2 
««ज्या (क-ख) ज्या क कोज्या ख- फेाज्या क. ज्या ऊ 


श्श्२ 


कोज्या(ूफ-ख) + कोज्या ८ यमठ 
मभ 
मय 
>_मंच+चछभ 
मद 
पसन्‍तु पफमच एक आंत है। 
अतः चभ रूपफ 


", कोज़्या (क६-र्थ) 


_ मच | पफ 

>मब भव | 

जी ,मप पु पर « 

_ अब मब  पव मब 

व कोज्पा क कोज्या खें+ज्या ८,पषफ ज्याख 
ननफोज्या फ.कोज्या सर्व ज्या क. ज्या ख 


; हि हि) ले 
“-फोज्या (क-ख)-फाज्या क. कोज्याख +ज्या क. ज्या रख 
उदाहरण-- अनुच्छेद ७.११ के अज्चुसार, विन्‍्ही भी मदरत्ताओं 
के .कोणों के लिये, ऊप८ दी हुई डप्पात्ति का प्रयोग 
फरो। 
७.३ यह सिद्ध करना है कि 


स्प फक+स्प ख 
१) सप (क+ख) 
( ( ) १-स्प फस्प से 


श्श्३े * 


(२) स्प(क-ख) > उन चर ख 


त १+स्प कस्प ख 
पूवे उपझब्धि के बचुसार 
_ज़्या (क+स्थ) 
सप्र (क+ख) द्लेज़्या (कर ख) 
>_. ज्या फफोज्वा ख+फोज्या क ज्या से 
कोज्या क फोज्या स-ज्या क ज्या ख॑ 





_.. अब अंदा और दर को फोज्या क॑ फोज्यासख से भाग 
देने पर, 
_ ज्याक ज्याख 
स्प (फ+ख) ह पीज्पाफ फोज्या ख 
ज्याक ज्याध्व 


५ ! नी कक: -नी मी 
* क्ोज्या क  फोज्यासस 





ब् स्प क+स्प ग्य 
१-स्पक'स्प ख 


ज्या (क-र्य ) 
पुनः सुपर (कस ) 5 क्षेजवा(फ- खा) 
डा के फोज्या ध- फोज्या कफ उयाप्य 
कोज्या के कोन्या से +ज़्या के ज्या से 
बय मबेदं और दर फो कोज्या फ फोज्या स से भाग देने 
पर, 
श्२छ 


ज्याक ज्याख 

कोज्याक . कफोज्याख 
+- अंक ज्याख_ 
ऋज्या क फोज्या ख 


स्प (क+ख)-+ 








>स्पंफ-स्पख 
१+ स्पक'स्पख 


अतः स्प (फ+ रस) स्पक+स्पणख 
१२- स्प क'स्प ख 


स्पक-स्पख 


और स्प (क-स)> ३: स्प कस्पण 


७.४ ' सिद्ध फरीः-- 


कोसप के क्ोस्प ख -- है 
फोरप (क+स) + क्षौस्ध क+ कोस्प से 


काज्या (क+स) 


केारुप (क+स्त) र ह्य (कक स) 


रद ५७ 
_ काज्या क फोज्या ख- ज्या क ज्यास 
कय(६ के खोया से + फोपेजया के ज्यए प्द 





मंद और दर यो ज्याक ज्याख से भाग देने पर, 


श्श्५ 





>> 
४२ ३ #४श१भ२ 
>_. “हि १ 
२४४२ 


स्प ७५९ >स्प (४५९ + ३०*) 
सप ४५९ + रुप ३०९ 
१-सप ४५९ स्प ३०९ 


१्‌ 
ध </३+१ 
४ १ ४३-१५ 
१- जद 
च्-्२े+ ई-] 


७५* और १५* रच प्रक कोण हैँ अतः कोण १५* की 
फिष्पत्तियां कोण ७५९ की निष्पात्तियों की सहायता से लिख 
सकते है । इसलिए 


/३- 
ज्या १५९ >कोउया७५७ -जर 





5 
४३+३१ 
कोज्या १५" -ज्या ७५' * चुद 





१२७ 


कोज्या क कोज्याख 
ज्याकज्याख 

कोल्याख , फोज्या क 
ज्याख ज््याक 

_ कोस्प क फोस्प ख-ै 

. कोस्पख+कोस्प के 


कौस्प (क र्नख) रू 


इसी प्रकार, 


कौस्प (क-ख) >  चए क. फोस्प ख्‌ +१ 
कीस्प ख-कोरप क 

७०५ ७५९ और १५९ की त्रिफोणमितीय +रंप्पात्त 
मिकालो । 


ज्या ७५९ >ज्या (8५९ +३०*) * 
रूज्या ४५* फोज्या हे०* 
+कोज्या ४५९ जया ३०९ 
लि भर 4, महल 
जल /आदइ्तजर 5 





>_ ४३े+ है 
...- इशर 





कोज्या ७५* <फोज्या (४५० +३०*) 
ऋकोज्या ४५९ कोज्या ३०* 
-ज्या ४५९ ज्या रेप 


श्र६ 


>_-9.४र _ है १ 
2 ३ #/शभ२ 
_ ४३-१५ 
.. ४४४२ 


रुप ७५९ ८स्प (४५९ + ३००) 
सप ४५९ +सप ३०९ 


... ३-सप ४५* स्प ३०९ 








4 
7 ३5१ 
क्यू आन 
तल स्व 
ब्य्मे न ३ 


७५" और १५" छूब पूरक फोण हैं अतः कोण १५* की 
निष्प्सियां फोण ७५१ की निष्पात्तियों की सहायता से लिख 
० द्द हक 
सकते है | इसलिए 


ल्‍्अ 
घ् 


३ 
ज्या १५९ “कोज्यां>५९ ८ 





२२ 
४३+१ 


कोज्या १५९--ज्या ७५* श्ज्र 





१२७ 


रुप १५* 5 फोस्प ७५९ ८ २- ४/हे 
इत्यादि 


४. ६3. 


श्ण" अर्थात्‌ (४५*-३०' ) को निष्पक्तियाँ, वियोग- 
भमेय के भ्योग स भी निद्च्ित की जा सकती दे । 


उदाहरण २-- योग-अ्रमेय को माच कर वियोग-प्रमेष सिद्ध 
करो। हु अं ड़ 

दे 8 है ह ८ 

जैला कि पहले सिद्ध किया जा चुका है हे 
ज्या (क+ख) 5 जया के कोज्या ख+कोज्या क जया ख 


कोज्या (क +ख) 5 फोज्या क कोज्या ख-ज्या फ्‌ ज्या ख 


स्पक+न्पख ४ हि 
और कक पाया हक 
ओर रुप (कर्न-ख) हा कि | 


ऊपर के प्त्यक सूत्र मे खके स्थान में ऊय़ा रखो । , * 


पु 


री 


तो, ज्या (क-ख)-ज्या ककोज्या (“ख) “४7 ,, 
+फोज्या क'ज्या (-ख) 
नज्या क'कोज्या ख ५५ 
-फोज्या कज्या ख 
(अजुच्छेद्‌ ५-२ से) 


कोज्याक-ख) >फोज्या क-कोज्या (- ख) 
>ज्या क ज्या (-खी 
नमफोज्या कबकोज्या ख 
नज्या कन्‍ज्या ख 


न 
१२८ 


संप क+सप (- खत) 
१-स्प फ रुप (-ख) 
>_ _ स्पहू-स्पख 
हु १+स्पकस्पणख 
.__ पिलोम ऋमसे (०070०४४७५), इसी रीति द्वारा व्रियोग- 
भमेष से योग अमेय भी लिख किया जा सकता है । 


रे 


और, स्प (क-ख) ८ 


उदाहरण पे-- योग और वियोग-प्रमेथ ह्वी सद्यायता ले 
पांचवे अध्याय' का कोई भी संवेध घाव किया जा 
- सकता हे । 


इस भकार जया (-अ) "जया (० -आ) ४ 
#*ज्या०फोज्या अ-फोस्य।०- ज्या भ 
(अजुच्छेर ७-२ से) 
>-०* फोमश्या अ -१* ज्या अ 
न्ज्न्ज्याञ 
, पुन; ज्या (५००+अज) #ज्या ५०*कोज्या भ 
+कोन्या ९०" जया झ 
(अजुच्छेर ७१ से) 
“१ कोज्या भ+०वया भ 
नह फोज्या य 
स्पच्या-य) चर यम 
१+स्प प्यातस्पथ 
_ ०>स्पभ 
| शकण्स्पल 
स्-स्पञआ 


श्ट्र< 


भर 


फोज्या (प्या+म) >फोज्या प्या-कोज्या झ 
-ज्या प्याज्याल के 
(अहुच्छद ७.१ से) 
जे -रै" फोज्या अ->०उया भ 
 -कोज्या भर 
| 
उदाहरण ४-- सिद्ध करो कि ५ ०0 
कीज्या (क+ ख) 'कोज्या (क ->ख) ८ कीज्या *क - जया ख 

कर ज्या (क-+स)ज्या (फ-ख)>कोज्या'्ख- कोज्याप्क 

(अनुच्छेद ७-१ और ७-२ से) 


कोज़्या (क+ख)कोय्या (क-ख) 


(कोज्या क क्ोज्या ख -ज्या क'ज्या ख) १८ 

(कोज्या कबकीप्या ख+ प्या कज्या ख) 
वोज्या'क फोज्या 'ख-ज्या'क ज्याप्ख , 
मे कोज्याप्क (१- य्या*ख) 


->(१-फेोज्या पक) ज्या' ख 
ञ फोज्याक-ज्या'पसख ' 
और जय (क+ ख) ज्या (क-सख) 
_ (जया क-कोज्या ख+फोज्दयाफऊ-ज्याण) १ 
(ज्या फत्रौज्या खत-फोज्या फनज्या ख) 
व्य्याक-कोज्या' स-फोज्याप्कश्या' फ॑ 
>(१०-फोज्या', के) फोज्या ख 
-कोज्या पक (१-कोज्या' ण) 
>कोज्या' ख-कोज्ण* क 


5 


श३० 


उदाहरण ५--- खिंद्ध करे कि-- 
/ कोज्या ९१ +ज़्या ९? 
कोज्या ९*-ज्या ९? 

सप ५४ रूस्प (४५१+९) ८ 


सस्प ५४? 


सूप ४५१+स्प ९९ 
१-रप ४५० स्प्रे 














नल शक 
) _रै+स्प ९, फाज्वा ५ 
| इर-स्प हे | १्-- जग बह 
कोज्या ९ 


__ फोज्या ९"+प्या ९९ 
-_ कोज्या ९ -ज्या ९९ 


प्रश्षावल्ति ९ 
? (१) यदि ज्या इक रे व कोज्या है 5८ व द्दोतो 
|” उया(६+ई६), कोज्या(इ-ई) और स्प(इ-ई६) की अर्हाएं 
निकालो । 


(२) यदि स्पड २ डे और स्प ऊ- नह हो तो खिद्ध करो 
दि, (उ+ऊ) प्ल् 

(३) यदि स्पकर् दा और स्पण 5 पब दो तो (क+ख) 
की भरा निकाली । 


जे 


१३१ 


सिद्ध करो-- 
(४) जया (६०"- जी कोज्या (३०९ -भा) 
+फोज्या(६०१- अ) ज्या(शि० - आ) 
मन्क्कोज्या (अ+ भा) 
(५) कोज्या (८०*+ थ) कोज्या (८० - अ) 
+ज्या(८०९+आ)ज्या(८०"-अ) 5 फोज्या २ अर 
(६) कोज़्या ७०?+ज्या!०५७९ «उया७५? - कोज्या१०५ 








(७) जया (क-ख) जया (ख-ग) 
ज्याकल्यालत ज्याखलज्याग 
ज्या (गल्की) _ 


ज््या गया क 
(८) [ ज्या(थ+ आ)कोज्या इ-कोज्या(आ+ ह) स्या भ ] 
या आ कोज्या (इ-थ) 


(९) कोस्प क-कोस्प २ क  ब्युज्ज्या रे 
[कलकत्ता १८७० 


(१०) १+स्पन्ञ सफ्रेम -ब्युत्कोज्या रेअत ० हु 
[कलकचा १८७७ 
(९) “झ्प के कोम्प ख 
कोस्प ख-स्प के 


(२) स्पनकिस्प आस या % स्पा 
(१३) सप किए क्थ् ) स्प[ ञ ) 


+कोस्प ( नञ ) कोस्प जि ६83 ) म्ल्० 


रुप (क +ख) $ 


श्३२ 


के 
(१७) रुप ५०९ +रूप१०९ + /ह सप ५०* -सप१०५ «४३ 
(१५) सरए (४५*९+क) स्प (४५९ -क) 5१ 


(१६) यदि स्प खन “मं जज्या के ले तो दिखाओ 
१-सखज्याप्क 


कि, स्प (कू -ख)--(१-ख) स्प क [पटना १९४१ 


(१७) सिद्ध करो कि क की किसी भी अर्हा के लिये, 
कीस्प क__ कोस्प (४५९-फ) 
१+कोस्प क १+क्ोस्प (४५९ - क) 
अपरियर्ती रहती दे । [पयना १०४२ 
(१८) यदि फोण क के ऐसे दो भाग किये जाएं कि उन दो 
भागों की स्पशेज्याओं की निष्पत्ति 'न! दो और उन 
दोनों भागों का अन्तर य दो तो दिखाओ कि, 


की भर्य सदा 





मम लि 
ज्यायत्ज्पह स्या के (श्लाहाबाद १९४५ 


रु 


७६ गुणनफर्कों का, योंग और पियोग-फर्लों में 
रूपान्तरण--- 
अनुच्छेद ७-१ और ७-२ से, 
ज्या (क+ख) - ज्याक कोज्या ख 
+कोड्या क ज्या सर. (अ) 
ज्या (क-ख)--ज्या क कोज्या ख 
-कोज्या क ज्या स॑ ... (आ) 


श्३्३ 


फोज्या (क+णख) --कोज्या क फोज्या ख॑ 
>ज्या क ज्या से ... (६) 
कोज्या (क-खो८-फोज्या क कोज्या ख हि 
उ्या कज्या ख --- (६) , 
(भ) और (आ) के योग से, 
ज्या (क+ख) +ज्या (क-ख) दी 
नन्श्ज्या फ कोज्या ख «« (१) 
(भ) से (आ) के वियोग से, 
ज्या (क+ खत) -ज्या (क-स्त) 
न श्काज्या क जया ख »« (२) 
(६) और (६) के योग से, 
कोज्या (क-ख) +कोज्या (क+ख) 
ज्या वा कीज्या प्र) 
(६) से (६) के दियोग से, 
कोज्या (क-ख)- कीज्या (क+स्ख) 
>रश्ज्या क व्या ख -« (४) 


ऊपर दिये चार सूत्न अब इस प्रथधार लिखे जायेगे 
श्ज्या क फोज्या खत-ज्यां (क+-स्ख) 
कज्या (कन ख) --- (५) 


शकोज्या क ज्या स ज्या (क+ ख) 
“ज्या (क-ख) --« (६) 


रकोज़्या फ कॉज्या ज>>कीज्या (क -+ख) 

+फोज्या (क-ख) --. (७/ 
रज्या कज्याख - कोज्या (क-ख) 

-फोज्या (कु+ख) --« ( 


(५) से (८) चक्र के चार सत्र दो ज्याओं भर कोटिज्याओं 
गरुणनफछ को दो ज्याओों अथवा दो कोटिज्याओं के 
योग और चियोग में रूपांतरित करते हैँ । 


किल्त ७ ्ज हज 

७७७ योग अथवा वियोग-फर्कों का छुणनफलों में 
रूपान्तरण ६ 

मान छो (क+ख) रूग और (क-ण)च्घ 


सक+घ' शं-घ 
तो, कर- नद्बा ओर स्तर कप 


अनुच्छेद ७६ के उच्च (१), (२), (३) और (७) में क बोर 
खव के स्थान में, उनकी ऊपर दी गई अर्धाओं का आदेशा दास्मे 
से भर सूच (७) फो इस भकार लियने से 


ज्या(क +ख) - दोज्या(क- से) -२ - $ ज्या क ज्या रा 
* रूरश्ज्या कज्या(“-स) 


चार नये सूधघ प्राप्त दोते रे । ये सच दो ज्याओं, अथवा 
दो फोज्याओं के योस जथवा वियोग जो ज्याओों और कोज्याओं 
दे गुणन-फल के रूप में व्यक्त फरते है । 


श्इ्५ 


ये सूत्र नीचे दिए गए है । 


गरकघ _ गनध 
ज्या ग+ ज्या घ रू इज्या- द्वू- फकाज्या शक 


श+घ_ गनध 
ज्या ग“ज्याघन रफोज्या इन ज्थवाणशू 


बोज्या ग+फोज्या घ < २ कोज्या कोज्या ड 


गज+ब ब्गा 
कोज्याग >कोज्या घर-शेज्या हू ज्यादा 


इन्हे गुणन-सूत् कहते देँ। 


ग-घ 


6 


,> (शे 


>> (हि) 


.« (४) 


७-८ दक्त ज्या चाछे सब फोणों की सामान्य गर्दा 


निकालो । 


भान लो दत्त ज्या चाछा लघुतम घन फोपण इ है और 


उसी ज्या बाला एक दूसरा कोण अ है । 


ती अब अ की चद्द सामान्य अद्दो मिक्रालना द्वै जो निन्न- 


लिखित समीकार का समाधास कर सके-- 


ज्याव्च्ज्याइ 
अथवा, ज्या अ-ज्या इचः० 


श्र 


“- अनुच्छेद ७-७ के ऋच्च (२) से, 








ज्या अनई 
श्ज दर 
ख्र्जः 
अतः या तो ज्या न्ज्ा ब्क फेक ०० वसा मर कह) 
४ अ+ 
अथवा क्ोज्या- २० (२) 





4 


(१) से, * डे (अ-इ)८-पया का कोई अपवर्त् 
ल्धप्या, 
अरूश्घप्या+इ ««.५००-०००० (को) 


रथः & 
६२) से, ना च्ण -३- का कोई अयुग्म अपवर्त 


5 (२च+र) स्ख 


ज+“>इ+(रघ+ ?ै) प्या... «««.०००० (ख) 


यदि स श्॒न्‍्य अथवा घन अथवा ऋण कोई पूर्णाक हो 
सो (क) ओर (ख) दोनों अर्हाएं अ>खप्या+ (-१)” इ पद्‌- 
संहति में समाविष्ट होती हूँ । 


श्३७ 


इसी प्रकार दत्त कोटिज्या अथवा दत्त स्पशेन्पा चाले 


खब कोर्णों के लिए भरी सामपन्‍य पद्सहतियां निदिचत घी जाए 
खसफती हू । 


७५ उदाहरण १--. सिद्ध करो कि-- 





इझ्पा ज्यादा ष्प्या_ 
डया हूर्‌ 'ज्या “दूर के ज्या शश7 जया इू३ 
अनुच्छेद ७-८ के सूत्र (८) से, 


प्या 


द जया 2 जे 2 <्प्या 
उज्यारर्‌ ज्या हब 5 कोज्या श्र फोज्या 


4 








है | 
परंतु कोज्या - का ल्‍ कोज्या ् न॑- इइ) 
ड्या - वी 
है गा 





व्या_ ८५ 
गैर कोज्या नस ज्या (_इ नह मल ) 





2 २ २१ 
ता णप्या 
* “ध्म (--हह) 
अडस्था यों 
च्य 
इसडिए, रव्या "० जय, 5-ज्या - शक ज्या- 
! हर आवायस्‍ज्या- 


अथः का ण्प्या प्या ष्प्यां 
वा, श्ज्या >ज्या नज्या _-“ज्या ---० ८२० 
हृहू का शरझऋझ रश 
उदाहरण २-- सरल करो-- 
जया अ+ज्या २ अ+ज्श ३े अ+ज्या ७ थ 
कोज्या अ+ कोज्वा २७ अ+कोज्या पे अ+ फोज्या छअ 
अंश +(ज्या अ+ज्या ४ अ)+(उ्पा २ अ+ज्या ३ आ) 








व एंडया _>कोज्या-:. + शज्या---कोउया --- 
य र्‌ किट ई 
४ (अलुब्छेद ७-७ से) 


श्ञ्म ७ 
94 


+ कोस्या---] * 
र्‌ ) 


शेज्या -:- (को जय 


+$ 


हुर ८८ (कोज्या अ+ फोज्यर ४अ) +(कोज्या सम + कोडया धञ) 


न श्कोज्या: 





कोज्या नल कीज्या न कोज्या 


ञ 


२ 
(अनुच्छेद ७७ खे) 


सूश्कोज्णा- [ कोज्या-/-+ कोज्या ३) 


“कं 


*, दत्त पदर्सहति 


धर 


रज्या-टू (को ज्या-- + कोज्या ञ) 








रफोज्पा (फोज्या न्ज्न +कोज्या-र) 


स्््स्प मा 
र्‌ 


श्३९ ' 


प्रश्नावलि १० 


यदि ४ ली मी और ऊ सन 
(१) यदि ज्या क झई और ज्याखर- तो 


सए कि+ख (स्व 22 
५० है; हक ए.० श्क्रे लक 'चव 
झ् ( ्‌ ) .कोस्प के ) की अर्शा निश्चित 
करो । [कलकता १८७५ 
सिद्ध करों-- 
(३) कोज्या रक-कोज्या ४क 
ज्या उक्चष-ज्यारक 
* किलकत्ता १८९३ 


(३) ज्या क+ज़्यास्त न्-स्पी ख 
कोज्या क+फोज्या ख र 


+ स्परेक 





[कलकत्ता १८७३ 


(४) कोज्या क+कोज्या (१२०९ + के) 
+कोज्या(१२०*- ऊ) २०० 
[कछूकत्ता १९१७ 


(्ष ज्यारेभ - रज्याउअ +ज्या३ उस पज्याजअ +ज्याश्भ 


ब्थ्स्प्््भ 
प्रोज्यारैम - २क्कोज्या उम्र +कोज्या शश्भ 





१३० 


(६) कोस्यारझ+-कोज्या ४क + कोज्या दछ+ फोज्या ८क 
#४कोज्या क'कोज्या रकफोज्या एक 
[कलकता १८८७ 
(७) ज्या १०+उया २००+ज्या ४०+जया ५० 
न्ज्या ७०"+ज्या ८०९ 
(८) कोज्या ५५९+कोज्यां ६५?+कोज्या १७५१०० 
बह [छलका १८७६ 
(५) रुप ७०३ रुप ५० +रप २०” [वनारस १९४४ 


(१०) ज्या २०'उ्या ४०हया ६०“ज्या ८०९- रद 
लागपुर १९३६ 


(११) कोस्या १७९-स्या १५ जद विनारस १९०३८ 





दफा 


(९२) रूप रू तज्या क्+कीज्या ख, 
हु [बनारस १९३९ 
(१३) यदि ब्युप्ज्या क+व्युत्कोज्या क 
ब्युउज्या ख+ब्युत्कोज्या ख वो दिखाभो कि 
फ+ख 
फू अर 


हड | 
श्र हक श्ज्याक 
कक ता खबर +स्प र्कः न 


स्पक-सस्‍्पख  कोस्प [ 
[पिदना १९३२६ 


शछ१्‌ 








(१४) यदि: हे स्प आ _ स्प 


(सह) कमा (भा इ)+(छ-य ) ज्या' (६-श) 





न 
जर ) ब्या। (अआ- भा) 5० 


[ बनारस ए०२७ 
(१५) सिद्ध करों-- 
ज्याशश्कज्याक + स्याऊऊज्याउक 








ज्च्श्पटक 
काज्य ११ क्या दा +कोज्या७ ऋ-ज्या इक द 
पिजाव १९१२ 
(१६) कोज्यार अन्कोस्या दा +फोज्यान-कोज्या “_. 
ह 
हे याई अन्ज्या ला 
(१७) जया * जया +ज्या: मे या जा 
>ज्या २ अचस्यांभ 


किलकचा १९०४ 





(्‌्‌ ८) ज््या क-खन्ग ज्या खनग 
94 र्‌ 


लक ाज 
कज्या आग कद ज जया मम, 


५५ ज््य ष्छ 
न्ज्ज्या ख*ज्या द्ू 
(किलकत्ता १८८५ 





श्र 


आठवां अध्याय 


५". 0 0 
अपवल्य ओर अपवतक कोणों की 
त्रिकोणमितीय निष्पत्तियां 
अपवत्य (प्रपोध्मछ० कोण 
<.१ कोण रैक को तिकाणमितीय विष्पतियों को 
क की निष्पत्तियों क पदों में निफालना। 
अरुच्छेद ७.९ के सूप में यदि ख-क लिखा जाय तो, 
ज्या + क्ूज्या फक्रोज्या क+कोज्या कज्याक 
४ २ उया कन्‍कोज्या क्र... «००००० ००००० ००००० (१) 
ऋोजया शऋ  कोज्या रन्काजया क - ज्याक-उपार 
न्काज्या' क-ज्या' क 
अच कोज्या फ -ज्या 'क * कोउ्प्रा*क - (१ -कोज्या * क) 
न घेफोज्या'फकर-१ 
सन (१-ज्यासक) - १२ 
मन१-शय्या'क 
इसलिए कोज्यारक >कोज्या'क -ज्याप्क 
जश वोज्यास्क -१ 
नूर + रेज्या के .«६ ५०५०-०० ०० (२) 


श्ड३ 


ज्यास्क 
फोज्यारेफ 





पुन, स्पश्क 


_ २ ज्था क-फोज्या फ 
कोज्या' क- ज्या'क 





अंश ओर हर दोनों को फोप्या'क से भाग देंगे पर, 


अनुच्छेद ७'३ के सूत्र (१) भें यदि घरक छिखा जाय 
तो भी सत् (३) प्राप्त दो सकता है'। 


स्प क+स्प कफ 


इस प्रकार स्परक्कनन र"लकत्पक 


_ रस्पक 
 #-स्पषक 
उपप्रमेय-- खप् (२) से 


श१+कफोय्या २ कर २ कोज्या पक 
ओऔर, १-कोज्या २ छा २ ज्यास्क्क 


८९ फोण शक वी च्रिषोणमितीय निष्पत्तियों को काफी 
'निष्पत्तियों के पदों में निफालना । 


श्ड्ड 


ज्या रेक रज्या (रेक + क) 
न्ज्या रक-फोज्या क+फाज्या रक्त -ज्याक 
न रेज्या क कोज्या क-फीज्या क 
+(कोज्याक-ज्या 'क) ज्या क 
#देज्या कःकोज्पा'क-स्याग्क 
*देज्या क ((--ज्या"क) -ज्या क 
ल्शेज्या र-४ध्ज्याक 


“ज्यारेफ रू शेज्या फ-४ज्या के कह *+४०२००४४० ००० ७०० *** (४) 


दोज्यारेक ूफोज्या। रुक +फ) 
ल्नकीज्यारव् + कोज्या क-ज्यारेक्त * ज्या फ 
* (रकोज्या*' क- १) कोज्या क 
-रज्या क- कोज्या छ-ज्याक 
न्शज़ोज्यारें फ-फोज्या फ 
- शकोज्या क(१ -कोज्या' को 


»« कोज्यारे झ 5४ कोज्यार क-३ फोज्या क ....-- (५) 
स्प २ फ+रप 
सस्‍प रे फस्‍स्प (२ फ+क) हस्त सम लक 
श्स्पनक शक 
१-स्परक 
6 श्स्प के 
डू-झ्कष कस क 
> स्पा क+(१-स्प' को स्प फू 
१-सप' के - २ स्प के. स्प के 


कऊस्पक 


श्र 


५ _बेस्पकय_सुप के 
४ स्पैडेफल पाइप के न्‍दि) 
यह स्पष्ट हैं कि सत्र (४) और (५) को इस रुप मे लिख 
सक्त हैं। 


इच हे कत्कीज्यार के [3 स्‍प क-स्पर क) 
काज्या रे के * कोज्या* के (१५-४३ २०१ को 
<'ऐे. शक की मिप्पत्तियाँ रैपिफीय विधि से निकालना ! 


ख 


५ 


८<.2 ् 
क प्न ्चे 7॥ 
आ., ८-९ 
मान लो / गकरा 5 ऋ | फग रखा के फिसी बिंदु म फी 
केंद्र मानकर, मक प्रिज्या रा प्त्त पाँचो, जो कप्म और का 
का ऋमशः ख और ग में छेदन फरे।मण त्गर ग को 
मिटामी और कग रेपा पर खच लय म्रींचो, 
लो, रफ "मर * मगा 
८ पममन्श्फ 
€६फसा5८-९०१ 
और ८/चज्गर९०९- / खगच »फ 


१४६ 


च _ रेसच _ शेखच 


ज्या शक -< तय बट 
ज्या श्कज्या खमच € उद्ध “ स्म्रझ * कम 
सब खक _श्ज्याक-फोज्या क 


त+ कक का 
कोज्या सक्ष-- रे... पमच _कच--चग 
/तन्यप 6 रमंख कम 


(.'. श्मच्र 5 कच - चग) 


_ कच_ चग _ फच , कख _ चग खग 
>करग कंग फेख कंग . खग कंग 
नकोज्या क-कोक्या क-ज्या कज्या फ 
न्न्कोज्या'क-ज्यापक 
खज _ शेखच श्खच 
स्परेकत खूद्ध * समय क्व-चम 
२खच 
कच 
ल्््ाचा 
६-7 कच 
शरेपसच 
कच 
चग ) (क्लब) 

















“ चल/ (कच 


श्स्पक 


ज््ज्स्पाक 


१४ 





ज्श्स्प के न््न्न्नप) 
_ यद्द स्पष्ट हैं कि खूब (४) योर (५) को इस रुप में लिए 
सकते ६ू। 
. ज्वा ३ करकोस्या? के (३ स्‍प क-स्प! क) 
काज्या है क कोज्या? क (१-४ स्प* के) 
<३ श्फ की निष्पत्तियां रैपिकीय घिधि ले निकालना । 


सर 
५ 


८८... रे 
कक श्लु च्च 2 
आ, <*३ 
मान लो ८गकप > के | कग रखा के किसी बिंदु म का 
केंद्र मानकर, मक प्रिउ्णा का प्रत्त छोंथों, जो कप भीर कग 
का फ्रशः से और गे में छदम करें। माय शोर गया को 
मिछाओ और कग रेपा पर खच उप स्वींचो, 
तो, मक 5 मर >मंग; 
“घ्यभग < रेप 
€कणद--९० 
और /चपफण+>९०९- ८ घगच नक 


१५६ 


न >_ सच _ शेसच रेखच 
ज्या शक >ूज्या खमच मसझ * श्प्रक * कम 


२-३०. +शप्या ककोज्या क 
खक कंग 
मच श्मच _ कच-चग 
होज्या रक्क डर कल कनप 
/ इक्> जच 7“ इमंश् कंग 


(... श्मद्र 5 कच - चग) 





कच चम _ कच ,कल _ चग पग 
कंग कगा कख कं. खम कम 
नकोज्या ककोज्या क-ज्या कज्या क 
सन्‍्कोज्या 'क-ज्याप्क 
खच _ रश्खय __ शेखच 
जा केक शेमच  कथ -चग 
२ ख 
कक 
_-  च्वपत 
5 क्रय 
श्खच 


फंच 
जब) (कच) 
चंख/ +कच 
श्स्पक 
१-स्पफ 








स्ख 





१४७ 


। 
८-३१ उद्ाहरण १-- ज्या "श्र को जया थ के पदों मे 
व्यक्त करो। 
ज़्या ५भ रह 
#ज्या [आ+चफे थे) 
न्ज्या रे अन्‍कोज्या >ेअ+कोज्या ३ अनज्या ५ 
ज(३ज्याल-४ ज्यार झ) (१-२ ज्या' क)े 
+(४ क्ोज्या>थ- दे कोज्या भ) रेज्या अन्‍्कोज्या अ 
(हे उ्या आ- २३० ज्या३ झ+<८ ज्यः अ) 
+२ ज्या आन्‍्कोंज्या' अ (३ कराज्या' भर - ३) 
(३ ज्या अ-१० उधार अक८ ज्या" अ) 
+२ ज्या ज (१०ज्या' अ) (१-४ ज्या' भ) 
ह्(रि जपा अ-१० ज्यार अ+<८ ज्या भ) 
+ २ उया थ (१-५ उ्याप्थ +४ज्या' थे 
जप जया अआऔ-+ २० ज्यार अ+ १६ जया" भर 
उदाहरण २-- सिद्ध करो कि 
१+ज्याश्थ- कोज्था रे अ _ 
न १+ज्या २अ+ फोज्या २अ 
अर [बाल्फत्ता १३८ 
है + फोज्या ए शो +ज्याशग्र 
समपक्ष 5] क्ीज््या २ म)+ ज्यर्भि ५ 


ञ्‌ 





२ज्या थ ज्या भ + कोज्या थ) 
२फोज्या न (क्ाज्याल + उपा अ) 
2 ज्याअ 
 कोज्यांल 











ऋस्‍स्प अर दक्षिण पश्ष 


१४८ 


उद्ाहरण-- सिद्ध करो कि पु 


ब्युत्कीज्या <क_ -१__ स्प दक 
व्युत्काज्या ४ -१ स्प रेक 
क 


बामपक्ष रन्‍्न्न--+- न 
4 


कोज्या ४क 


कोज्या धक _१-कोज्या ८क 
कोज्या ८क १-कोज्या ४क 








कोज्या ४क ३ ज्या श्टधक 


कोज्या थक २ ज्या शक 


> है जया ४क - कोज्या ४फ | ज्या ४क 
कोज्या «८... घेज्या*रक 


>_ ज्याथक + ज्यारक-फोज्यार्क 
फोज्या ८क.. > ज्या*श्क 


५क-तीज्या *ेक 
ज्यारेफ 


हक 2. <“८क 
स्पर्क 





नन्दक्षिणपक्ष 


श्र 


पदनावालि ११ 


(१) स्प४क को स्वफ के पदों में च्यक्त करो 


सिद्ध करों-- 


(२) 
(दे) 
(४) 
(५) 


(६) 


(७) 
(८) 
(५) 


(१०) 


किटकसा १८९८ 
ज्या२क को 

१-कोज्या शक *स्पक 

स्प क+कोस्प क- श्च्युज्ज्य श्क 

हे [कलकतचा १९१८ 

फोज्या २ अ ५० २-ज्या र्थ 

हे हक्कवऊ 5 ६७43 -झे) ू४-+.-००-- १ 

श्कज्या श्ञ ( ) काज्या २ भ 

कोज्या* क +फोड्यार (६०९ +क)े 

+फोज्यात(६०*- के ) 5 हि 


[ पटना १९३७ 
कोस्प छ + कोस्प (६०९ +- क) +फोस्प (१२०१+ क) 


>३ कोस्प ३ 
[पदना १९४५ 
१-स्पर (8 न) या शा 
सा फफज्ब ापव. 
शज्याअ, स्पथ इज 222 
ज्यारदेआ स्पश्आ [विंवई १८९६ 


ज्या दक-४ ज्या ४ क + ज्या (६०? +२ क )<ू 
ज्या (६०९ -- २ क) 
[कलकत्ता १८७३ 
ज्या(श्स+ २) यथा य ८ज्या ९ (सन श)य-ज्या'सय 


शुष० 


हु 
* (११) वादे रस्पअ+३ स्पआ, तो यदद दिखाओ कि 
स्याश्था 


सप (अ-आ) ८ क्ीज््या श्था 


सिद्ध करो-- 


(१२) ४ (कोज्यां* क ज्याइक + ज्या *क फोज्या३फ) + रेज्या४फ 
[वनार्स १९३५ 


(१३) फोज्या/वा फोज्या शक+ स्यारक ज्या रेक ८ फोज्या' श्क 
पिदना १९४३ 
(१०) ज्याःदा+ज्या* (१२०९ +क) + ज्या २(२४०९+क) 


[कलकता १९४६ 


) कहात- ज्ल्या श्क , पिटना १९२७ 
(१७) स्परेफ,स्परेक . स्प क>-स्परेफ- स्परेक -स्पक 
पिटनों १९५३७ 
अपवतेक (5प्र07॥|99)०) फोण 
<-3४ निम्न लिखित श्रपवर्त्य कोणों के सत्च भ दी सब 
अर्दा्ों के लिए सत्य हैं | 
ज्याश्फ-२ ज्या क कोज्या क 
' कोज्या रक 5 कोज्या'८:-ज्या'क--० कोस्या'क-१ 
ञ१-दज्या'क 
रस्‍स्पकफ 
कौर स्‍्प शक हू: स्फ्का 
इसलिए यदि २ फके स्थान पर क और क के स्थान 
कक 


दर लिखा जाय, तो भी थे सत्य होंगे । 


पर 


53 


१११ 


इस प्रडार निम्न लिखित सूत्र मपवर्तक फोणों के लिए 


थराप्त होते हैं 


] 
ज्याक ० २ ज्या-कू* कोज्या 


डे 
फ ; छः 
कोज़्या कर्योज्या* ६ “ज्या' >> ३ कोज्या' पद्ू 7रै 


फ 
ब्डश्>रे क्या प्र 


र्स्फ्ज 
और सपफ ८४+---..._ 


कक 
+स्प' -_ 
ध पनस्प 4 


कक न 
<*९ अय ज्या क और कोज्याक को स्प हू के पद 
में व्यक्त किया जायगा। 


ज्या कन्म्थ्ज्या-<- फोज्या नहर 


ष्फ 

र्ज्या हज 

डे » कीज्या न 
कक 


फोज्या-्रा डर 


च्क २ 
+र स्प “7 हर 
का ब्युव्कोज्या, ३ 


श्ष्र 


कक 
श्स्प्द् 


चर 








कक 
४.9 
१+स्प ३ 
कोज्या कर > कोज्या* च्ू ज्या पर 
क 
उ्या१.._.. 
सन्‍्कोज्या* न्ड “---*..... कोज्या' ७. 
कोज्या न 
स्यार के 
गम ३ 
कोण्या ( कोड्या* है. श्) 
च्ह १4 स्प २) 
कक एस 
ब्युत्कोस्या ९. 
अप 
क्र 
गज 8... 
>_स्प'र 
१+स्प* न 


हे 
कक कक कक है 

८*६ ज्या 5, फोज्या4- और स्पद्ूू भी भर्हाएँ कोज्या क 
के पदों से सिकाठना। 

हु कर कक 

कोज्या कई कोज्या' टू -ैै:०१- रेज़्याः न्ति 
इस सूत्र से 

श्ष३े 


|! - फेज्या ये: 
ज्या _ + रे ज्याफ 
और, कोज्या: - « + श्री +फोज्या के 


इसलिए जे 
सप «» + ५ /१-कोज्या क 
१+फोज्या क 


<द१ चिह्दों की संद्ग्धता (४फाहण४9). का 
स्पष्टीररण- ४ 


जब क की भव दी हुए दो तो यद्द निश्चित रूप से शात 
धि » सा १३ कक 
दोता दे कि कोण >- किस चरण मेहे जोर इसलिए जया ब् 





कोज्या 2- और स्प-* के चिह्न भी निश्चित रूप से मालूम दो 
' जाते ६। यद्द आगे दिए गए उदाहरण से स्प्ट दो जायगा। 
परन्तु यादे क न दिया जाए केवढ कोज्या क दिया जाय 
तो क और अतः _ की अनेक भर्धाएं दो सकती हैं, जैसाकि छठे 
अध्याय में देखा जा चुका है। इससे ज्या--, कोज्या, और 
स्प.* क चिद्नों में संदेह उत्पन्न होता है। 


उदाहरण-- ज्या श्शटु और कोज्या २२ निफाछो । 


श्ष्छ 


फ्योंकि कोण ड्श्प् प्रथम चरण में रहता है, इसलिए 
ज्या रर) ओर कोज्या २२: दोनों घन दवोते हैं ! 
“« ज्याररेट्ू +&/ ६ ोज्या ४५ 
5 >॥/ १--०) ६: ४७४ उ२ 
और कोक््या रेस्टू- हक र ईकोया हक हे 
<५/६ १ )5३ ४रमफ 


के ्षोर सप * द 
८-७ जया न कोज्या रस्‍्प -- की अर्दहाओं को 





नण 


ज्या कफ फे पर्दों मे निकालनी !। 
ज्या कर रज्या औ शेडया नस 
तो जे के, ५... कक 
ओर, १ >ज्याः ट्प +कोल्या' टू 
थोग और वियाग द्वारा 
च्ः) 
१+ज्या कन्द (कोज्पा न्श +ज््या |) >>) 


श्प्ण्ड 


रू 
१-ज्या कन्‍+ (कोज्या इ -प्या ३) ">न() 


(१) बीए (२) के चमेसूछ निकाठने से 


कोप्या _+प्या के >+ /(+ज्या कक... «.9) 


कोज्या श्र -ज्या स्जि >+ ४>ज्याक .. (श) 
(३) भौर (७) के योग और वियोग से 
कोय्या न्ज न दर #/१+ज्या क 
र्ऊ न अज्ज्वाक.. एीो 
ज्या ्शु च्फ क्र *१+ज्याक 


के अूपतकक (६६ 
कद -ण्यक (६) 


ह 


(६) को (५) से साग देने पर स्प न प्राप्त होता है।. 


<-७१ चिद्नों दी संदिग्धता का स्पष्टीकरण -- 

पूर्वक्थदाजुसार यादे फू न देकर ज्याफ दिया जाय 
तो, छठवयें अध्याय के अजुसार, ज्याक्ष की दी हुई अर के 
लिए क की अर्द्ाओों वी एक भेणी दनती है । 


श्५रे 


बतः डर दोनों सभाव्य चरणों में से फिसी एक में रह 


] 


सकता है । 


हे 
प्रय॒पोज्या जि जझ्या 


| 


चर ५ है ड्यं फ 
स्तर _स्दि फोज्या - के ३ जया रु) 
प्पा (24६ 
न्+ ४शज्या 7 कोज्या- हू 


> प्या _ के 
+कोज्पा द्ठू म्याद ) 


| ४डज्या (-टु + हू) 


कक दया या 
प्रकार कोज्या >- - ज्या> * ४#ज्या(-० --८ 
इस्धी प्रकार छा ज्याए्‌ ( ४) 


प्प्र क् 
जब कद्विया दो, तो --+ बोर न्यू 7 के चरण 


लिश्थिंत रूप से शात दो जाते है जिसले कोज्या ड् हु ज्याईः 


और कोस्या::- जया के चिष्ठ भी निश्चित रूप से जाने जा 
थ पर ६. ७ 

सकते हैं। इस प्रकार राशियां ज्यार्‌- सौर कोज्या-हूः भी 

निर्यिद रूप से शात हो जाती है !. 


१० 


4 5७ 


० #/ण-१३ 
डउदाहरण-- यदि ज्या १८९० “४ दीद्योतो,ज्या ५ और 
फोज्या ९" निकालो। 
यहां क ६८" जिससे “८२.० 
च्ि 


तो थनुन्जेद ८७ के (३) और (३) संद्ध से 


को-्पा९ + ज्या ९१ 
20320: 5. लय 
कक अफज्याए८इ 028 0) 
काज्या५- जया ९* 
>+ “एम्ज्क्ा 2 %(५ 7४+ .. (२) 


र्‌ 
[८९% के प्रथम चरण मे होने के कारण स्या ९९ भोौर 
फोय्या ९” दोनों धन हैं. और इसोछिय कोज्या २०+ जया ९० 
भी घन है, इसी प्रकार यह स्पष्ट है कि कोज्या ९९-ज्या९० 
च् डर जया हर ९०) भी धन है । ] 
छ 
(१) भोर (२) के योग कौर वियोग स 


कोउया९" के 
और ज्या९" ११ 2023 *१- 89 
छ 


श्ष८ 








पलक का रूम्यपूर <१९ है इसलिए, ८१? की निष्पत्तियां भी 
उेखीं जा सकती है । 


कक आझआ व 
<.८ स्पश्नः कोरप क के पदों में व्यक्त करना.) 





कक 
२स्प 5 
न्‍ जज 
खत से, सपए कर लय 
कक 
१-स्प' द्ाः 
बह कक 
अर्थात्‌, स्पक'स्प*न्नू + २स्पद्ूू 7 स्पकर० 
इसलिए, > 
कः -+१३:८४ डे 
स्पा १८ ४१५+स्पक 
हि स्फ्क 


चिह्नों की संदिग्वता का स्पष्टीरण पिछली दृशाओं के 
समान होगा । 

<-९ १८? और ३६? की निष्पत्तियां निकालना । 

मानलो क १८? तो, ५ क 5९०९ 

«, रैच्घ+९०?- रेक 

-« ज्या रक्त न्‍वकोज्या ३२क 

अथवा रेज्याक-कोज्या कत्कोज्या क (छरोउ्याभ्क - ३) 
».. क्योंकि कोज्या क अर्थात्‌ कोज्या १८" वी अर्दा झत्य 
नहीं हो सफती, इसलिप 


श्ष० 


रज्या फम४ कोज्या'क- ३० १-४ व्यापक 
अथवा, ४ज्या'क्+ रेज्या फ-- १ 7० 
ह. कन.32अरननगभगनाना: 
>3ेऊ ४४+३८ 
4 
«५-१ 
ढ़ 
भ्रव॒ के धन न्यूव फ्रोण है इसलिए ऋण भर्हा छोड़ने 


न ज्याक 


तिः 


-॒ 


० ४५ पलक: 
४ 


न] 





«« क्ोज्या रद 5 +क॑ ४३- ज्यात ह८ 
च्ड[ ४२०+३०५) 
पुनः फोज्या रेप १- रज्या ११८९ 


रू दर (डक ) 


जया ३६८ >> ४१- काज्या* ३६० 
है कम भआाकआा आकर 7:77 
हि ४४१०-२७ ७ ) 


श्द् 


उद्ाहरण-- ५४” आर ७४९ फी निष्पत्तियां निकालो | 











छा 
<-१ उदाहरण १-- यदि स्प-५ 5, / “से स्प- हो, 
भा रंकन 
तो लिख करो कि 
जया कोस्या ई-न 
« फोऊ द्टूब्न १-न्न कोज्या 


डर श्‌ दर 
अब, स्प> रू दर 
्स्प शक स्पटू 


ड् डे 
अथवा, स्प-- 0 / “7 ने स्प- 
ी। श्ज्म रे 





(१-न)-(१+न) च्ययर्‌ 


(१-न)+(+न) स्प'पू 











श्र 








३ 
0 ञई हज कि श्ई 
१+स्प ३) न(१-स्प २) 
42 श्् 
१-स्प २ 
्क। .ब हा 
१+स्प' 
२ 
०० ाााााााााांभ आओ 
१-स्प'र 
श्तन-- 
१ +स्परर 
कोज्या ४-न 
३ १-न कोज्या ई 
टद्गद्रण २-- यद्द दिखाओ कि 
३ ७शस बोज्या * कोज्या “गा दोज़या ड्र्र 
हल. प्या ज्या प्या 
“कोज्या जहुकर्ा रंग इहकरा 
ज्यान्यू 5 न कोज्या चर 
प्या प्या > 





ज्या ३ स्या >> कीज्या 
.+ "3 


श्र 


ः ए्ः 
ज्या (८२ ज्या _  कोज्या 





एः 
इसी प्रकार, ज्यायूस #रेज्या _ प्या 


प्या 
स++ 


इसलिए सब समीझारों का एक साथ गुणन करने पर 








ए 
ज्या -_ 5 शत कोप्या इर कीज्या न्‍ 
प्यार प्या 
*“कोज्या _यक५ ज्या _क्फ्पा 
परतु ज्या -- ** 
जे जम मन तत 


४ ई+-रप कोज्या रूह कोज्या हि 


पर ज्या -- या 
बऊॉज्या न] ज्या 





प्रश्चावल्ति १२ 
(१) यदि अ और था घन और न्यून हों भर यदि 
कोज्या अर, और फोज्या आ+ _ * तो 


निकाझो । 


ज्या सकभभा 


श्द्रे 


श्मन फ निकाले 
(२) यदि स्प क ८ अब मर ट्टो, तो सप न 38 
[फ्छऊत्ता १८4० 
(३) () फोस्प 9 की भर्हा निफ्ालो 


(आ) यह दिपानो कि 
2) _ / ५३ -. +/२ - 
स्प(छ्ट) २(४/३- ४२) (४/२-१) 


(४) यईद थ और भा न्‍्यून कीण द्वों तथा 


फोप्या ९आ- तय 
फोज्या रकझ्ष रू रा दमा हो, तो यह 
दिजाओे कि स्पअ 5 ४२ स्प था 
[कछकत्ता १९४१ 
- (०) यदि स्पअभकोज्य २६, तो सिद्ध करो कि 
१-स्पध 


ज्या ९ भ+८ शसस्पन ६ 





किछकत्ता १८४७९ 


(६. 


सद्ध करो-- 
(६) (फोज्या द न फोज्या ई)९ + (क्या इ+ प्या ६ई)* 


शत 





-४ फोज्यार या ई) 


(७) (कोश्या इ-कोज्या ई)*+ (ज्या इ-ज्या ई)* 


श्ध्ड 


शस्ज्याक-ज्या सके _-क ह 
रज्या करेज्या रेक सा" ए. किलक्ा १८६२ 





कक 
कोस्प*२ ०१ २कोज्या क 








५ बल ड पक | 
(४ के, ६ ९ कोज्यार के. फिलकतता १८६६ 
५ “आप 
कोस्पनयू +रे 

प्या ्प्पा 

(१०) (अ) कोज्या/टू +कोज्या'-टु 
छुपया 
+क्कोज्या४- +कोप्यार व्ट्ाक न्‍ 

शेप्या 


(आ) ज्या"द्र +ज्या"द 


ज्प्या 
कैज्याप्+ज्या" रे 


[बनारस १९२७ 


ञ ञज 
60) ((+स्प ६+ ब्युल्कोज्या-() अर 








२ज्यात 
(१ +स्पर्ट 7 ब्युस्कोज्या ) श+कोज्या भ 
क। _ब्यूत्फोज्या क-स्प क 
(२ सपा [ ४ ) च्युत्कोज्या क+स्प क 


श्द५ 


(१३) च्युख्ज्या [ खुक्ोन्प[-.. -थ ] 


२ 
(कोज्या अ+उया अ)९ 
(१४) ज्यादा ज्या (३६*+ क)- जया (३६९ - फ) 

“ज़्या (७२+क) +ज्या(७२९- ऊ) 
[नागपुर १९४३ 
(१५) यद्दि व्युत्कोज्या (क+ख) + व्युत्कोज्या (क--ख) 
२ ब्युत्होज्या क हो तो 
सिद्ध करो कि कोज्या स- / ए॒कोज्या न्य 
[पच्ना १९५४४ 


न _-फीज्या इ- कोज्या ई 
30305 22004 >कौल्याई कोज्याई मो तो 


घ्ड 





खिद्ध करे कि स्पर््‌ की एक अर्ध्धा स्प: फोरप- दै। 
[पटना १९४२ 


नवां अध्याय 
'ऐकात्म्म और '्रिकोणमितीय समीकार 


९-१ तीन कोणों का योग-प्रमेय-- 


अब, दया (क+ख+स), फोज्या (क+ख+ग) और 
स्प (क+ख+ग) के विस्तार (०5७७०००79) निश्चित किए 
जायेंगे । 


(१) जया (क+ख+शग) 
जया (क+ख-+ ग) 
रूज्या (क+स्व) कोज्या ग+फोज्या (क+ख) ज्या ग 
जञज्या क कोज्या ख+फोज्या क ज्या ख) कोज्या ग॒ 
+(कोज्या क कोज्या खू-ज्या क ज्या ख) ज्या ग 


>ज्या क कोज्या ख कीज्या ग 
+ज्या ख-ज्नोज्या मस्‍कोज्या क 
+ज्या ग-कोज्या क-कोज्याख 
-ज्या कचज्या खनज्याग 
इस यृत्न को इस रुप में लिख सकते हैं-- 
था (क+ख+ग)कोज्या क'कोज्या सख कोज्या ग 2८ 
(िए क+ सुए ख + रुप य - स्प क. रुप स्य, स्प ग] 


श्द्छ 


(२) कोज्या (क+ख+ग) 
सूफोज्या (क+ख्॑ग) ह 
#कोज्या _छ+ख) कोज्या ग- ज्या (क+ख) ्या ग 
८(फोज्या के कोज्या से - ज्या क ज्या ख) फोर पराग 
- (ज्या के फोज्या स+कोज्या क ज्या ख) ज्याग 
>कोज्या ककोज्या प-तोज्या ग - फोज़्या काज्याय-त्याग 
-कोौज्या ख'ज्या यज्या क - कोज्या पत्ता कज्याख 
इस खूज़ फो इस रूप में लिख सकते एेँ। / 
कोज्या (क+ ख+ग) ८ कोज्या क'कोज्या सफोर्डया गे २ 
[१-स्प ख-रुप ग -स्प ग*स्प फु-स्पकस्प ख] 
(३) स्प (क+ख+ग) 5स्प (कर+ख+ग़) 
सप (कफ-+ख)+स्प ग 
१-स्प (कर्त ख) स्प गे 
.._ सस्‍प क+स्प ख 
१-स्प कस्प घव 
6 स्पफ+स्पणख 
$-३-स्प कस्प ख 
स्पक+स्पंख +स्पंग-स्पंकःस्प ख-स्पग 
१० स्पल-स्प ग-स्प ग'सप क - स्प क' स्प प 





ना स्पग 








उपप्रमेघ-- यदि फक+खकयन्‍ूश्ट८०" तो «० 
सप (क+ख+ग)77०॥ अतः रुप (८फ+ख+ग) के घिस्तार में 
अंश शुन्य सम होना चाहिए। 


शब्द 


इसलिए इस दशा में 
स्पक+स्पसख+स्पग -स्प क- स्प सनस्प ग 


९-२ यदि कोण क, ख और ग का योग १८०* हो, तो 
8 9७३२ 3 रे ७ जा ०. पा 3] 
उनकी जिक्लेणमितोय निष्पत्तियों के अनेक ऐसात्मिक संयंध 
अतिपादित (०४४०४७॥४॥४९१) किए जा सकते है। 
इन सम्बन्धों की उपपत्ति की रीति मांगे दिए उद्ाहरणों 
से भली भांति समझी जा सकतो है। 


उदाहरण १०- यादि क, ख ओर ग किसो च्रिभुज के तीन कोण 
हों तो खिद्ध करो कि 
ज्या क+ज्या ख+ज्या ग 
श 
$  #“४कोख्या-_- कोज्या--- कोज्या-_- 
४को श फीज्या-, 


े 


चामपक्ष + (क्या क+ जया ख) + जया ग 


5 श्ज्यानी 





कोज्या--- ४ + रज्या--कोस्या -- 
झ्ृ कर ४ 


क्योंकि क+सकगरूरै८०ी 
कनख_ ०७ ग 


ग 
«« जया. कोज्या।- 
ज् ५3 
पर >क+ख ग 
और कोबज्या “एव काज्याए 


१६०, 


ग घ्ानः 
» बॉमपक्ष -२कोज्या  क्ोज्या 3 
२ | 
श्कोज्या “२, - फोब्यार्‌ 
हन्श्कोव्या (कोज्या --++कोज्या ) 


जरकोज्या (रकोज्या कोज्या ) 


कजेज्य हर 
न्-कोज्या हू कीज्या-य्‌ "कोज्यायू- 
नन्द्क्षिण पक्ष 
उदाहरण २--- यदि क+ख+गर१८० तो सिद्ध करे कि 
कोज्यारक् +कोज्या रख+ कोज्या एम 
८ -१-७४क्रोज्या क.कोज्या ख.कोज्या ग 
चामपक्ष ८ (कीज्यारक + फोजयारेख) + कोज्या सग 
5 मे कोज्या (5+ख) कोइया (क-ख) 
+शेकोश्या'ग- है 
परन्धु, क+ख 5 शृ८०-वग 
«. कोज्या (ऊ+ख) +-फोज्या गे 
»- चामपश्ष 
5 -२कोज्या ग कोज्या (क-स्त) + ४ कोज्याव्य - ९ 


शेक्नोज्या ग [ > क्ोज्पा(क- ख) +कोज्या ग) नई 


॥| 


प्रैछ० 


त्न्श्कोज्याग | -कीज्या (क -ख) 

-कोज्या (क+ ख)) १ 
जन्ए कोज्या ग (- श्कोज्या क कोज्या ख) +१ 
*+-१-४कोज़्या क कोज्या ख कोज्या ग 

3 
#दृक्षिण पक्ष 
छदहुरण दे-- यदि क+णखा+शस ₹+ १८०" तो सिद्ध करो कि 
कोज्या* क+ कोज्या 'ख - कोज्या पण 
#++१- रज्या क्या ख.कोज्या ग 


घामपक्ष न्ज (२ कोज्या 'क+ २ फोज्या 'ख) 


ल्‍ - कोज्या'ग 
हू (+कोज्या२क) +- (१+ फोज्यारख) 
-कोज्या'ग 


र्‌ 
+-१+- जे (कोज्या “क + कोज्या रख)- बीज्यात गे 


>१+फोज्या (क+ख) फोज्या (क न्ख)_ 
“>गज्या गे फोज्या गे 
परन्तु, क+खत१८०९-ग 
». कीज्या (क्र+ख)5--कफोज्या ग 
चामपक्ष #१-कोज्या ग कोज्या (क -ख) 
+कोज़्या (क+सत) फोज्या ग 


श्ज्रे 


१ -कोज्या ग[कोज्पा (क-ख) 


+कोज्या (क+ रण) 
+१-कोज्या ग-र ज्या कुज्या ख 
+०१-२ ज्याक ज्या ख.कोज्या ग 
“दक्षिण पक्ष 
उदाहरण ४-- यदि क+ख+गर-प्या तो सिद्ध करो कि 


कफ ख़ ग 
फोस्प --+कोरप > +कोस्प 
50006 ७७ 2 
ग 
>कोस्प :* फोस्प 2. कोस्प 2 
5 न 


क्योंकि क+ख+गर-प्या, 


के ख ग' प्या 
भतः ->-+८-क>- ्+-_- 
र्‌ फट कफ रू 


« जई+)-व हू -) 
स्प. +स्प न्‍ 


र्‌ 
ह च्कोस्प सी ० 
हर " 


ख ग 3 
-स्प-- स्प _- स्पन- 
श्‌ स्प्य् स्पट्ू लय 


अथवा 


4] य्व गा ख....ग 
अथवा स्प -_ (स्पजक २) १० रुप -_.रुप 
यार न ञ् स्पं ३) श्र श्र 


१७२ 


्ख 
अथवा स्प-_- स्प स्प कऊस्प_ स्प-+स्प -_- स्प- + 
बे * नह र्‌ चर हि २ हे 


आदिसे अन्ततक कोस्प-ू कोस्प लय कोस्प के सर गुणा 
करने पर 
कोर्प न्य +कोस्प-..+ कोस्प-ह 


न्कोस्प >- कोस्प-नू कोस्प -_- 


|| 


सन्यथा 
का य्प़ स्प्‌ प्या 
स्प[्‌ श्‌ + हू) स्पा 


4 


कक 8॥ ग के. सख ग 
4-:-- + सप--. - “स्प-_- >+ आप+ 
स् दल स्प दर +स्प््ू स्पः कर स्प सन स र्‌ 





पल तक पन्ने किन पर “८-7 "7: रू ०० 


खवग राह फ कक ख 
>-रु१-- - - स्पर-.स्प --- -- -- स्प-- 
१-स्प डर सपा स्प्र््स्प द् स्प,्र ड्‌ 


इसलिए वामपश्च का हर झूस्य सम होना चादिए। 


ग णः स्परी्द से 
-सुप >'रुप _--सूप>*रुप--० ८० 
स्प हू स्पय्ू- स्प. 








२ 
ख. ग गक स्प ८१२ 
अथवा स्प > बस्प | स्प--+स्प > स्पर, 2 
। स्प २-स्प २ +स्पट स्प-य इन 
आदिसे अन्ततक कोस्प >. कोस्प | कोस्प-. से श॒ुणा 
नहीं ्‌ न न 
करमे प< अपेक्षित फल प्राप्त द्ोता है । 


श्ष्रे 


(१) 


(१) 


(३) 


(४) 


(५) 


(्‌ 


) 


प्रईनावलि १३ 


यदि क+ख+गर १८० तो सिद्ध करो कि 
प्यारक्र+ प्याश्ज+ प्यारेग ८ 4प्या फ जया सज्या ग 
(सनारस १९४२ 


कोंपया क+ क्रोय्या स+फायय गे 


हि न 
न-१+8ज्या नर य्या र प्याज 


कोप्या क+फोज्या रा - कोज्या ग 


स्तर 


--१+४ योज्या -- कोय्या य्या-_- 


| 
कोय्याश्क+ कोप्याप्स + फोय्या ' ग 
+१-०कोथ्याऊ कोप्या स कोप्या ग 
निगपुर १९४० 
प्यापक +व्यासध्स+व्याप्ग 
_२+श्पोप्या क कोज्या स कोप्पा ग 
उनारस १९३० 
ज्याप'फ+ज्या'ख-प्याप्गर-्प्याक प्याख कोयया ग- 
[उनार्स १९६४४ 


श्ड्छ 


(७) 


(४) 


(९) 


(१०) 


(११) 


कक ख्् ग 
ड्यार | >व्यार उ्यार-- 
डे चिप जज्या न +ज्या ड्‌ 


कर खत ग 
$* _ः१- र्ज्याय्‌ः ज्यायू जया: 
[पटना १९४२ 
अर कर खस_._. गम 
ज्या यूनज्यापजू ल्‍« जमा 


म्+ १ - २कोऊ कर रोड्याओ 3: भर 
न्+१ - रकोज्या ३ शोज्या: ज्या दर 
नागपुर १९४४ 


कोज्य ड् +कोउ या + फोज्या:्‌: 


फ+स्र 





न्ध्कोज्या 








थे कोज्या 
डिलाह्ाबाद १९३९ 


खनकनग ग 
जा कोज्याः 


कक स्व ग 
कोज्या२-+ कोज्याय - कोज्या: 


प्या+क्क प्या+ग्व प्या-ग 
+-+-+-२_०-+- 


फोज्या 
(पिटना १९४२ 





कोज्यां 





४कोज्या 


के जया. ग 
ज्या,+ज्या _- + ज्याउ- १ 


प्या-क प्या-य प्या-ग 
स्का ४ज्या--८---ज्या- ज्या 


[पटना १९४१ 








(१२) ज्या ख+ंग-क)+ज़्या (ग+क-ख) 
+ज्या (फ+ख -ग)- ४ज्या क'ज्या सबज्या ग 
[इढाद्वायाद १५४० 
(श्श)े कोजया (ख-ग) +कीज्या (य-छो 
ज्या खज्याग ज्या गया क 
कोज्या (क-ग्ब) _. ७ 
ज्या क-ज्या स 
[मागपुर १९७९ 
(१४) कोम्प ख कोध्प ग+कोरए ग कोरप क 
+क्पेस्प क कोस्प ध्व १ 





(१७) यदि,क्र+ख+#ंग तप तो सिद्ध करो कि 


(अ) कोस्प क+कोस्प ख+ फोस्प गे 

>कोस्प क फोरप ख कोस्प ग 
(भा) ज्याप्कर+ण्याख+ज्यर्ग 

* है + रेज्याक-ज्या ख-ज्याग १ 
[फलकत्ता १%४३ 
(३) ज्याररभ+ज्यारख +उया रेग 
उ्यारक्- ज्यार्ख +ज्यारग 

(१६) यदि इ+ई<छ तो सिद्ध करो कि 
कोज्या *इ +फोज्या'ई - रकोस्या इ-्कोज्या ई कोौज्या उ 
जय ज्याजू 
[पटना १९३६ 


-कोस्प क'कोरए ग 


(१७) 


(१८) 


(१९०) 


(२०) 


यदि क+ख-गर० हो तो दिखाओ कि 
सपक+स्प स+स्प श 5 स्प क'स्प खन्स्प ग 
अब सिद्ध करो कि, +/३+रूप ४०९+स्प <०* 
म्* /देस्प ४० स्प ८०९ 
विनारस श्ष्र्५ 
यदि (फ+ण्य+ग) 5 रह, तो सिद्ध करो कि 
ज्या (६-क).ज्या (६-ख)+ज्या (६-गीज्या हद 
सन्ज्या के. ज्या ख 
[पटना १९३२ 
यदि (ब*+र२+छ) "य रछ, तो सिद्ध करो+कि 
य (१-२०) (१-० ७छ१)+२(१-७छ*) (१- य") 
+रछ(१- य*) (१-२१) 5 धयरल 
यदि क+प्य+म 5 प्या तो सिद्ध करो कि 
ज्या'फ फोस्पक 
ज्या'ख फोस्पखे १(८०[कलठफसा १९३१ 
ज्याग्ग कोस्‍्पग १ 


९३ फ. कोज्या भ+सत. ज्या अच्य्ग 
इस रूप के समीफारों फो सिद्ध कस्ना, 


जदां ग < “कक केखरे 
पहली रीति।-- इ की लघुत्तम घन भर्हा छेकर थीर 


भर को घन मानकर 


क्च फोज्या इ, 
सनन्‍्चत्रज्योइ रखो। 


श्ज्छ 


तो, पर शक +खी 








कया हेड ८ लय 
क* + खरे 
ओर कोज्या इ- न्न्य 
कक +प्मर 


क और ण दत्त हैं, इसलिए उनके चिन्ह, इ का चरण 
निश्चित करत है और उनकी अर्दाएं च और इ की अर्हाओं 
को निश्चित करती हू । 

अब दत्त समीकार का 

बकोज्या (अ-इ) व्न्ग में रूपान्तरण हो जाता दे 


ग 
अथवा कौज्या (क्ष डे) <:- ८-४... #.. 
तर अकाक्खर 
काजऊजख 





क्योकि ग< “कर + सर, इसलिए दक्षिण पक्ष महत्ता में १ 
से छोटा है । 
अतः पक लघुत्तम घन कोण ई निश्चय किया जा सकता 
है जिसकी कोज्या, 0. (जो एक शात राशि दै) 
के +ख* 
के सम है। 
इसलिए कोज्या (अ-इ)८-कोज्या ई 


१७८ 


इसलिए यदि स शून्य, अथवा घन अथवा ऋण कोई 
पूर्णाक हो, तो 
अ-इच२ल प्याऊंई 
अथवा, अचरु स प्या+इफ ई 


दूसरी रीति-- दत समीफार का साधन स्पर्‌ ल्प 


का आदद करने से भी दो सकता है। 








झ 
२ स्प-2 
क्योंकि ज्या भर ---- +..5 
श्क्स्पाज पैवप 
१ स्प् 
-स्पप्स अर 
और कोज्या अर -----२ ८२ ६ 
थे कस्पो ली न 
रे 


(अनुच्छेद ८०५) 
इसलिए द्च समीकार का 
१+पर श्क्पो 
अथवा प* (ग+क)- श्प प+(ग- क) २६० 
क्योंकि यह प का वर्ग समीकाए (ए७४०४७४४७ 6५७७४०५) दे 
इसलिए इसका समाधान करने वाली प की दो भरा 
'हॉगी। मान छो थे प, और प. दे। 


"शम रुपांतरण हो जाता है। 


१७९ 


झ 
» तो स्पट्टूनप, अथवा प, (१) 


मान छो समीकार (१) का समाधान करने घाली भ की 
लघुतम घन यहांए ई, क्र ९, है । 


ञ रे हे 
इसलिए स्प #+स्प ई,अथवा स्प ६. 
“« यदि स शुन्य अथवा कोई पूर्णांक द्वो तो 
न फी सामान्य भर्या 
श्‌ न्स प्या+ई, अधवा डर न्सप्या+ई, दै। 


अर्धात्‌ अ७ रस प्या +२६, अथवा क्षर रस प्या +२६ 
डउदाहरण-- समी कार का साधन करो। 


ज्या अ+4/३ कोज्या भ + ५/२ [कलकत्ता १९३६ 





आदिसे अन्ततक /( ४३) +(१)' अर्थात्‌ २से भार 
देने पर, 
->कोश्वा अ+ 3 ज््या श .... 
र्‌ नल १२ 
परन्तु *+ कोल्पा-टू, र्ज्ज्या वा 


और म्ब्ा कोज्या 


१६० 


कोज्या अ कोज्या-हू- +ज्या अ, ज्या-_. + कोज्या- 


अथवा कोज्या (अ- ह् ) कोज्या 


अ- हू च्स्स व्याऊ- ना 


«» अब्श्स, प्याऊ कप 


ष्प्या 
अर्थात्‌ भ प्या+ 
व्‌ अर श्स प्य 


के _प्या 
अथवा अ>रस ष्या -पूरू- 
९-४ कई त्रिकोणमितीय समीकारों का योग और वियोग 
प्रमेयों के भयोग से साधन किया जा सकता है । 
उदाहरण-- सिद्ध फरो कि 
ज्याय+ज्या श्यकज्यारेयर० पु 
अथबा ज्या य+ज्या,रेय*- जया श्य 
अथवा अ*ज्या ९ेय कोज्या य 5 > ज्या रे य 
(अजुच्छेद ७-७ से) 
८... ज्यास्थ ८० अथवा २ कोज्या यच- - १ 
«»> यदि ज्या श्य ८०, तो श्य 5 स. प्या 


स 
* यनन्‍न-> प्या 
मर 


श८१ 


यदि कोज्या यत- - -२- भर्थात्‌ फोज्या य॑ ८ कोज्या: नबू- 


तो य> २ सप्याउः टू 


अतः पत्ते. अथवा ६ सप्या ऊ 


प्रदनावलि १४ 


4 


लिख फरो कि 


(१) ज्या अ+फोज्या अ ०१ [दब १०२८ 
(२) ३ जग य +७ फोय्या यू श््द् ्‌श्प ३६५२ #) 
[भांध १९३३ 
(३) जया थ+ ४श्फोज्या अरू१ [वांध १९४२ 
६४) ध्युत्कोज्या ८ १८७(४४२-१) सूप भ [नागपुर १०४१ 
(५) स्युव्ज्या थ “कास्प अ+ ४३ [शिगपुर १९४६ 


(६) यदि समीक्षार कफाज्या य +खज्या भ ७ ग या समाधान 
दरने यारी भ ऐी दो थर्हाएं ६ भीर ई दो तो सिद 
करो कि 

श्फ्रप 
कष्+फस 
हे निगपुर २९- « 


जया (६+१६) ८ 





१८२ 


(७) कोज्या य + कोज्या ३ य+ फेज्या पय८० 


४ विनारस १९३० 
(८) कोज्या अ+पया २ अ-कोज्याइअ 5 ० [ना १०३६ 
(९) कोज्या रेभ + २ फोज्या झ८० [नामपुर १०२५ 
(१०) १+%ज्याश्भ +रेज्या न को-याज निगपुर १९७७ 
25५ व य गे 

(१९) च्युल्हेज्या पू- +ब्युक्ज्या' न १६ कोस्प य , 
नागपुर १५७१ 
(१२) स्प अ+ ब्युत्केज्या श्ञ्र -- १ [नागपुर १९४० 
(१३) फोज्या रेय +प्य(रयू० जिएपुर १९४२ 


(१४) कोज्या इेश कोपपा रेक्ष #कोज्या आ॒ [नागपुर १९५४३ 
(१०) फाज्या अ+के८पा रे अ+कोज्या रे आतत० 
(१६) स्पअ्+स्प २ भ +सप शेअ८० ; 
(१७) फोज्या २य-ज़्या २ यकोप्पाय “पय( य-१ 
[यिनारख १९३८ 
(१८) फोज्प ३ श - कोज्या ० पू ज्या अ 
विनारस १९३९ 


१८३ 


दसवां अध्याय 
+ 
म्रिद्ुज की छुजाओं और कोणों में 
पारस्परिक संबंध 
१०१ अब त्रिभ्रज को भजाओं और उसके कोणों की 
ज्िकोणमितीय निष्पत्तियों में कुछ संबंध स्थापित करिए जायेगे। 
सिदुज के कोण के, ख भर ग तथा उनके सम्मुख की भजाएं 
ऋमग्ाः का, खा और ना से दर्शाई जाती दे । 
3... ०९ ज्या-नियम (09 ०६ 8708)-- भत्येझ्ध भिमज 
में कोणों की व्याएं फमशः सामने फी भुजाओं की अज्नपाती 
द्वीती हूँ । 
इस प्रकार 6 कखग भें 
ज्याक कि ज्याम्व “5 ज्याग 


का खा गा 
कक न कक 
ग्रब 


स कायम हक्क्षिक्नार्य रा 


सब का गे 
ऊक्ति (ञ) आकृति (आ) आक्वृति (३१ 
आ, ३०.१ 


श्ट३ 


मान छो करग एक चिभ्ुज़् है। क शीप से सग रेसा 
पर कच ठलस्व खींचों। 

* झैसा आहृतियों से स्पष्ट है, कोण नके न्‍यूब, अधिक 
(07756 &78]9) अथचा छम्व फीण होने के अनुसार विद 
सच ऋमशः रेखा खग पर, वर्धित खग पर अथवा अ्ष्न 
(050७०0कभए) गे पर होगा । 

क्योंकि कच रेखा, खग रेखा पर लव हे, 
अत+ प्रस्येक आरूृति में, 
प कस ड़ 


रे कस न्न्ज्या प; 


अथवा कचन्न्गा, उ्या ख.. >> >न्‍न०-न्‍०>««०«*«««« (१) 
चुन आक्षति (आ) में 


कच 
कला ह्ज््यांग, 
रथया कच खा. ज्याग 
आद्क्ति (आ) में 
फच जो ० न्य्ज्याण 
क्ग जया (कगच) ८ज्या (१८० -शग) न्ूज्यार 
अथवा इस आकृति में भी, 
कच नया ज्याय 
आहति (इ) में 
५५ 5 
कच कप 5 रत परन्तु इस आहति में गरर ९० 


श्द 


“. ज्या ग्रे 
और कफ * खा. ज्या ग 
अतः सब आऊतियों से 
कच--खा, ज्या म 
(१) और (२) से 
गा. ज्या ख खा. ज्या ग 
ज्याख ज़्याग 

खा हद समा 

इसी प्रकार यद्द भी सिद्ध ऊिया जा सकता हैं कि 
ज्यांक ज्या ख 


का खा 
ज़्याफ उ्याख ज्याग 


इसलिए “हू _ क्या * का 


संबंध प्राप्त,होता है। 
१००२१ कोरिज्या नियम (9७ ० ००श॥९8)-- 


४ कस में, 

















पु खा +गा - फा* 
फाज्पा फू ज्शामा 

रा गा! +का' “खा 

काज्या ख<ः च्ू्ड्भाक्का 

दा -- खा - गा" 

रका खा 
पिछले अनुच्छेद की आकृति (थ) से जिसमें य॒ न्‍्यूनकीण दै 
कलर >> खगर +कग * - रूवण- गच _ 
मूखग' +कग * - रुखग-करग-फोउपा ग 


फोज्या ग 


श्ध्द 


अथवा गा' 5क्रा* + ख१ - रका-ख़ा कोज्या ग 
आकृति (आ) से जिसमें ग अधिक फोण है, 
कख* < खग* + कग  + रेखग-गव 
“खगरे + कग* +- २खग.कग कोज्या (१८०९ - ग) 
ज>श्तगरे +कग २ - रेखग.कर कोज्या ग 
अथवा शा' का +खा* - शक. सवा कोज्या ग 


यह पिछले फछ के समान ही दै। 
आह्ाति (३) से जिसमें ग छेघ फोण हे, 
कख* >खगर+कम | 
अथवा गा*>का* + खा 
परन्ठु, फरपाकि ग 5९०९, और फोज्या ग--० 
यद्द संबंध इस प्रकर भी लिखा जा सकता है-- 
गा का +खा* -का.खा,कोज्या ग॑ 
इस फारण सब त्रिभ्रज़ों के लिये यह संबंध सत्य है। 
इसो प्रकार यह भी सिद्ध क्रिया जा सकता है कि 
का' खा + गा - रेखा.गा.कोज्या क 
और खा गा +का* - श्गा.का.कोज्या छ 
इन संबंधों से 
कोज्या करन थी +गा ८ कार 
रेखा.भा 
गा*+का१ - खा 
सर्मसा-का 
कार+खोार-गारे 
श्का.खा 


फ्रोज्या ख 5 


कोज्या ग 


श्द७छ 


१०३ बविसी भी चिभज्ञ से 
का >खा.कोज्या ग+गाकोज्या ख 
अनुच्छेद १०-९१ से 





खाकोज्या ग+गा.कोज्या ख 
१ '३ .... श्२ रू ३... श्प २ 
डे ख्ता, +सार-गात +ग गा +का -सा 
श्कायसा श्या का 


(अनुच्छेद १०२१ से) 
__77+खा “गा गा कया ->सखा' 
न इका +े ब्क्का 





् 


__ रेका स्का 
लश्कर 
इसी प्रफार खा गा कोज्या फ+का कोज्या ग 


और गारूका कोज्या ख+सा कोज्या क 
के 


डदाहरण-- रैजिकीय विधि से सिद्ध करोके फिसी भी 
बिभुज में कारूखा कोज्या ग+गा कोज्या ख 


१०४ अब किलो जिमुज के अधक्तेणों छी मिष्पत्तियां 
डसकी भजाओं के पर्दो में निश्चित की जायगी। 


यदि भिभज का खाम्रे-परिमाप (5शयर-007॥77007) 
साहो, तो 


लिप (सा- सा) (सा-ग/ 
0) ज्था न्‍् जगा $ 





१८८ 


(२) कोम्ण रू +%ै/ ला“ का 


खाया 
फ_्‌ (सा -खा) (सा--गा) 
तथा (३) सर्प २ सा (सा -का) 


खा*+गा* - का? 


(१) क्योंकि फोज्या कर उक्त क्षा 


खार+गा१-कार 
*.. ३-कोज्या कतू१०- पर कस्ा 5 


श्खा मा 
_ खां कया -रखाया) 
श्सागा 
__ का३- (खा-गा)* 
श्साना 
+विएखा।गा) (कार खा - गा) (आ) 
श्खागा 


अब शेसा*फा+खा+गार-तिभुज का परिमाप रखने पर 
 का-खा+भा 5 (का+सा+गा)- रखा 


ल्‍ श्सा-श्खा ग 
+ २ (सा-खा) 

बंग + सा > गा रन (का+खा +गा)- शगा 
ह हल रुसा-पमेगा 
# * (सा-गा) 


श्द्ष 


और १-कोज्या फ 5 स्क्यापनू- 


इसलिए सम्बन्ध (अ) इस रूप में लिखा जा सकता है-- 
२ज़्या। - +सा-खा)२(सा-गा) 
३ श्खागा 
अथया, प्या' से ७ _ खा 7 खा) (सा गा) 
३ स्थमा 


०, जया -* 55 + १ (ला-खा)(सा - गा) 


सागा 
फ्योंकि फिसी भो भिश्वेज्ञ मे, 
सद्रा कफ < १८० 


मतः सदा न्‍्इ < ९०९ 


«« ज्या> , फोज्या ७ स्प -+ की अर सदा धन 
े 5२ रे 
ती हम पा रे की फ़ 
होती एं। अतः ऊपर के ज्या ६ ऐ सूप में, और फोज्या 
फ हा 
और स्पद्नू के सत्रों से पर्मभूछ का चिए्र सदा घधव ढिंया 
जायगा | 
3 जया ४ ५ (सा- पा) (सा- गा) 
गा 


श्२० 


कर. वि शड -गा) (सा- का) 
इसी प्रकार ज्या ६८ पर पक व अज 


ओऔर ज्या _ ... 4 / (सला- का) (ला-खा) 
रे काखा 
खाएर -+ सार - कार 
श्खागा 
__(खा*+गा*+र खा गा)- का * 
ध् श्खागा 
(खा+गा)१ - कार 
|. शझलस्ाना 
(खा+गा+का) (खा+गा- का) 
श्खागा 
पंरठ, (खा+गा-फा)न[का + खा + गा) - २ का 
जग सा->२कार+२ (सा-का) 


(२) श्+कोज्या कर + 





रू० ००% * ो) 


कै खत 


कक, 
और श्नकोज्या क २ कोज्या' न 


इसलिए सम्बन्ध (२) इस रूप में लिखा जा सकता है , 


श्योज्यार ?- - * सी: रे (सा-फा) 
जद श्खागा 
अथवा कोज्या' + «सी सिा “का) 
न खाया 
४. फोज्या +- ५ /सा (सा-- का) 
5 खागा 


श्र 


ख ता खा 
इसी प्रफार कोज्या ६ 5 ३ शिसा-खा) 
पका 


सा (सा - गा) 


((। 
और कोज्या _ 
हि सारा 


ज्या 
(३) क्योंकि रुप न 4 अल 





कोष्या >> 
दर 
(सा - ग्वा) (सा- गा) 
खागा 
म्या (सा “का) 
खागा 
-> ५ / (सा-खा) (सा >गा) 
सा (सा-का) 
५ [ऊपर के फर्णों से 
इसी प्रकार स्पज... ५ /(सा-गा) (ला- का) 
डे सा (सा- खा) 
भर सप + +- ५ / (सा- का)(सा--खा) 
रे सा (सा-गा) 





म््स 
१०६ त्रिभुज के किखी भी कोण की ज्या को जिम्ुण दी 
ग् पी 
भुजाओ के पदों में व्यक्त करना | 


च्द 
प्या ऋ-३ च्यार्‌ कोज्याद्रू 


श्द्श 


5२५ /सा-खा) (सां-गा) . 








ख्ाभा 
सा (सा-का) 
खागा 

(गतानुच्छेद से) 
औ/ वसा का) (खा - जा) (सा -भा) 

खागा 

इसी प्रकार 

स्यास्+-. सा(सा-का) (सा-सा) (सा-गा) 

4... शाका 





और क्या ग -. औ/ एल का) (सा-खा) (सा >गा) 
काखा 


१०,६ किसी भी ब्रिभुज कण में । 


स्प (“ु) 5 ज्षि३मा) सोच ३ 


खर-श' 

अब, स्प ([ कल ) स्प श्र 
कब] ग कफ 
> “स्प> रुप :- 
रुप (स्पर्‌ हू 


खः 
स्प्‌ः 
२ 


हक 





भर 
श्कस्प न्प स्प न्य 


१५३ 


दक्षिण पक्ष 
(सा-गा) (सा-का) /खिा >सा) (सा- गा) 


खरा (स्रा - श्या। सारा (ला - का) 
१+९/ ला. गा) (सा-का) , /(सा-का) (सा -थ्ग) 
सा (सा - सा) स्वा(सा-भा) 


(सा -का) (सा- खा) श्र (सा -सखा) (ला-ग) 
क्या (सवा > गा) सवा (सा का) 


१+ 6 + गा) (ला - पा /(ता - का) सा > सा) 
खसा(सा- रा) सा (सा -गा) 


सा>मा सा-खा 








सा सा _(सा-गा)-(सा-सा) 
शक“ का रसा-का 
सा 


__ जा-गा _खानलयगा 
. शेस>का साकगा 








( शसा+का+खा+ गा) 





« लकी हद 
इसी प्रकार स्प[- ला -+) (क्षय का) फोस्परू 
कम 





जज - पक जय 


श्र 


सता 
था + 


को कोणोीं की निष्पत्तियों के पदों मे 





डजदाहरण- [ 





ब्यके ख-ग) _ /खा-गा।_ के 
व्यक्त कर र्स्पा्‌ हे ) नल त्धि मे ज्ञात प श्‌ 


आदि संधेधों को सिद्ध करो। 


१००७ चिभुज को भुजाओं और कोणों में कई ऐकात्म्य 
॥ झणाओं को कोर्णों दो मिप्पत्तियों के व्यक्त करने 
ते अथवा कोषणों की निष्पत्तियों को भुजाओं के पदों भें 
यक्त फरने से ये ऐकात्म्य सिद्ध किये जा सकते हू । 


कष यह 


का 


उदाहरण १-- सिद्ध करो कि & कसयग में, 
खा*ज्या रग+भा*ज्या रेख *२ पा. गा >ज्या क 
चाम पश्षर २ सा*ज्या ग. छोय्याग 
+र गाःज्या ख. फोज्या सतत 


भरे ज्याक्क स्पा ख ज्यो गे 
मात्र हो पका खा सा 


अतः ज्या करवा. न, ज्या ख 5 खा, न, ज्या न त्गा. न 





तो घाम्रपक्ष >+२ खा, गा. न. कोज्या ग 
+र भा, जा. न. फोज्या प 


सरेखायान (रा. फोल्यास + गा.कोज्या स) 


! 
सूरेखागान. का (भजञच्छेद १०-३से) 


श्र 


+7२ खा. गा. (का. न) -; २ खा. गा. ज्या के 
दक्षिण पक्ष 


उदाहरण २-- दिद्ध करो कि किसी भी & कसख्मग मर 
रख ग कक 
+ गा + का) [ कोस्प + >-] 5१ का-कोसप * 
(ला+गा-का) [* स्परर्‌ +फोस्प इ 5४ का-कोर हि 


के. 2० 5 ला 
अब कोस्प पु ख $ (सा-गा) (सा- का) 
स्फ्यरू 





(अज॒च्छेद १०-४ से) 


इसलिए कोस्प्य ० -र है सासाखग) 
है स्पओी (सा- का) (सा-खा) 
इ 


और (खा+गा-का) « (का+खा+गा)-शका 
+ हे सा-रका २ (सा - का) 


( हे ख भ 
“ (स्ा+ंगा का) [कोस्प झर+ कोस्प) 


रे (सा-का) 7 सा (सा- खा) 


(खा >गा)[सा-का) 


+ शा सा (सा-भा) | 
(सा-सा) (सा- का) 


ह 


१९६ 


न्‍न २ (सा-का) 7 तक ् 


[ (सा-ख) | ५/ (ा-गा) 
(सा- गा) (सा-खा) |; 


३०कास्त-क्ष * 
"सा: खा) £ (सा- गा) 
४ [सा-खा) साल्‍गा) 
₹ २ ४ सा [सा-का) 
2-25 0576 5 
४ (स्ा-खा) (सा - गा) 
स्का कोस्प-टू 


अन्यथा 
ऊजाओं को फो्णों की निष्पत्तियों के पदों में व्यक्त 
करने स भी यद ऐक्ात्म्य सिद्ध किया जा सकता है। 
अजुच्छेद १००२ से 
खा+गा-का _ज्याख+ज्याग-ज्याक 
श्का शरेज्याक 
ख+ग. कोड खनन्‍न्य 
कोज्या>- न 7२ ज्याउकोज्या:- 


श्ज्पश्क 





श्ज्या 











श्र 


दशक फ+फग_प्या के 
हज्ठु शुच्इुए३ 





५ जग 2 या 
* ज्या र्‌ स्न्काॉउय र्‌ 
क्ग 

और ज्याए ८ कोज्य। जम 


सवा+गा- का 
रा श्का 


रफोज्या > कोऊ लि यु श्कोज्या पा कोज्या-ः 
र्ज्याफ 











कक खज्ग स+ग' 
रकोज्याद्‌ (कोज्या- हू. -फोज्या झ्) 





छज्या- कोज्या 
ज्या | ज्याय्‌ 


जया *रज्या, ज्यों 
__ रकोज्यार्‌ रज्यार्‌-ज्यादू्‌ 





जया का 7) 
४ ज्यायू-कोज्या न 


ज्यािज्या 
22 श्ज्याय्‌ 


बन-+-+-+०.. 


स््या 


हो 


श्य्द 


कोस्प 


5] 





और माता आह का] 
कोस्प न + कोस्प च्च्‌ 





नत् कुल ग..... गप ग्‌ः 
ज्यायर्प्या हू कोम्थारय + कोज्यादज्या ) 


कफ ख गम 

कौज्या 3- ज्या -. जया > 

हर यार इच्गइ् 
जया क्या का 

झे, 

ज्या ल स्या-. 

घर प्‌ 


#भि ० 


न 
काज्या 








रे 


रे कक 
ज्या --काज्या -:- 
4 


न 


जया ज्या _. 
ली: 





कद 
ज््या -- 
मद 


कोस्प _ 
कऊंगा-का घ््‌ 
इसलिए -. हट न्‍ 





श्का रे गत कै 
कोस्प-_. 7 फेस्प हा 
र्‌ 


१5 ९, 


न ख ग 
अतः एवं (छा+गा - का) (कोस्प ्फ कोस्प ३) 


कक 
मू+२ का. कीरप च्द 


उदाहरण ३-- यदि का', खा*, और गा" समांतर श्ेढ़ी 
में हो तो सिद्ध रो कि कोस्प कफ, कोस्प ख और कोस्प 
ग की भर्वाएँ भी समांतर थ्रेढी में होंगी । 
यह सिद्ध करना है कि 
कोस्प ख - कोस्प क>कोस्प ग- कोस्प ख 

अथवा कीसप क+ कोस्प ग > २कोस्पख 


और यद्द तब सत्य दोगा 
जब ऑज्याक  कोज्याग _, कोज्याख 
ना सगे उऋज्धा 

ज्याक  ज्याग क्या ख 
क्रोज्या क कोज्या ग _ रफाज्याख 
का गा. 








अर्थात्‌ जब तल दि 
(भन्नुच्छेद्‌ १००९ से) 
गा. कोज्या क + का. कोज्या ग॒ रकोज्या ख 





अर्थात्‌ जब का, गा .. सा 
खा _रश्कफोज्या ख हर हा 
अर्थादुजव क्र छा. शलच्छेद २०३ से) 


अर्थात्‌ जब खा*+ २का, गा. कीज़्या ख 

अर्थात्‌ जब खा*« गा९*+का* -खा' हे 
(अठुच्छेद १०२१ से) 

अर्थात्‌ जब रेजा* 5 गा +कारे 


२०० 


काः, खा' और या' समान्तर श्रेढ़ी में है अतः 


यह सम्बन्ध सत्य हे । 


स्क कोसप क , कोस्प ख छोर कोस्प ग॒ समांत्तर अेढी 
मेहे। 


प्रश्नावल्ि १५ 


सिद्ध करो कि क्रिसी भी जिभुज कखग में 


(१) 


(२) 


(३) 
(४) 


(५) 


खनन्‍्ग 
का कीज्या “77 (खा+गा) ज्यायू 


का ज्या (ख-ग़्र) , खा* ज्यां (ग-क) 


ज््याक ज्यांख 
गा ज़्या (क -ख) 
स्यांग 
[नागपुर १९२६९ 
का.एपा फ- खा,ज्या ख 5 गा.ज्या (फ-ख) 
[नागपुर १९४३ 
यदि भ कोई भी पक कोण हो तो 


जखा.फझोज्या अ ८गाफोज्या (क-ज) 
+का.कोंज्या (क+अ) 
हि नागपुर १९४२ 


(का -खा+गा) रुप > 5(का+खा - गा) स्प ३ 
लिगपुर १६४० 


२०१ 


(९) 


(११) 


(१२) 


_ से से खानगा-का 
स्पय्रस्प लि 


42, शत 
४ ने खाकगानकका नागपुर १६०४ 


के, ख है! 
न ्द््ट हे [...। तर 
(का+खा+गा) (स्प शगस्प ३) ८०२ गा.कीरप,, 


का.जया (ख्-ग)+सखा.ज्या (ग -क) 
+गा.ज्या (क- ख)१० 
चिंवई १५३८ 


का*,ज़्या (ख-ग) , खा* ज्या (ग -क) 
ज्याज+ज्याग * ज्या ग+ज्या क 
गा'ज्या (क-ख) _ 
ज्यो ककज्या प 
[वेचई १९४५ 





5 


ज़्या (फ-ख) रा -खा* 
ज्या (क+ख) जार [इढाह्ाबाद १९४१ 


करे गज 
(खा गा) कोरुप २० + (गा -का) फोस्प न्झ 


ग 
न॑ (का-खा) कोस्प द २२० 
पिटना १९४४ 


खरा 
| 





(वा -गा) फोज्या नह न्‍्क्ाज्या 
प्यिना रएर 


श्ण्य 


(१३) 


(१५) 


(६) 


(१७) 


(१८) 


यदि जिम्ुज कखंग की भ्जाएं इस प्रकार हों कि 
२ खा का +गा* तो दिखाओ कि 
स्या३ेख _ हट ल्ञ्गार ) 
ज्याख ५ २काओया 
[नागपुर २९४६ 
यदि चिभ्रज कखग में, का कोज्या क 5 खा. कोज़्या ख, 
तो सिद्ध करो कि, कारूखा, अथवा ग रूंचफोण है | 
(इलाहाबाद १९४२ 


तो खिद्ध 





दे में, कोज्या ख रू - 
यादें जिभुज फसग में, फोज्या सन उप ग 
करो कि कखग द्विस्मत्रिभुज हद । 

विनाए्स १९४४ 
यदि किसी तिभ्ुज की भुज़ाएं समांतर श्रेढ्दी में हों तो 
सिद्ध करो कि उसके अधंकोणों की फोटिस्पदाज्याए 
भी समांतर अ्रढी में दोंगी। ज- 5 

७0 


यदि जिभ्रज कखग में, स्प “ए “६ औरुस्प दर “दा 


सोस्प प्र की अभर्दा निश्चित करो ओर सिद्ध करो कि 
का+गा * रखा 

[नागपुर १९४२ 

बिम्ुज कखग में, आधार स्पग पर च एक ऐसा बिंडु दे 

२. खेच मम . क्य किंग 55 

कि झग ना औई ८& राकच नन्‍्३, ८“ चथ बड़ 

तथा ८. गच्चक->भ, तो सिद्ध करो कि 

(स+म) कोस्प अ * भ कौस्प इ- न कोस्प ई 
पु आने कोस्प सम फोस्प ग 


श्ण्३ 


ज्यारदवां अध्याय 


चिश्ुज के गुणधर्म (97002४४४४) 


११" त्रिमनज्ञ का क्षेत्रकछ-- 


मान लो चिह्न / से 
जिभुज का क्षेप्रफल 
दर्शाया गया है। 
खग रेखा पर कच 
मम झ् जे लंव खींचो | 
जञ। ११.१ 


र्‌ 
तो & >[वाधार हि उच्छाय) (0889 2 905066 ) 
मे 
| भफच 


पे 
रसग-कण ज्या स 


मन 'का.गा.ज्या स्व 


२०४ 


न का, खा.ज्याग (*गा ज्या ख+>-खा.ज्या ग) 


न्ट्टेजा,गा.ज्या क (काऊ 


या मनन्या.ज्या क) 


' ४ 5 >खा.गाज्या क + द्गा-का ज्या खन- हकायखा ज्याग 


#0[०० 


इस प्रकार / द्रदो भुज्ञाओं का गुणनफल) 


2 (उनके अंतर्भत कोण की ज्या) 
पुनः 6 5 इेप्य-गा.ज्याक 


कक कक 
४ #खा.गा.ज्या-*कोज्या 
खा, ज्यार्‌ गो न 








न्व्खा.गा, शशि - खा) (सा-- या) /सा (सा-का) 
खागा खा.गा 





++ “खा. (सा > का)[सा- क्ाशक्क - का फा)-(सा - खा) [सा - गा) 


यह सूत्र त्रिद्ुज़् का क्षेत्रफल भजांओं के 
स्‌ः झै 


पदों में व्यक्त 
करता है। 


११.२ एसी विभुज फे परिलखी चुच (076पश807- 
जड़ ७709) की त्रिज्या- हे 


कक 





मान छो क्रि निभुज 
कखग के परिलेणी 
छुत्त की प्रिष्य त्रा 
और केन्द्र मे है। 


आ, ११.३ 
८खमग की अथेनरेखा (98००४ :६ ४०) मच सींचो 
जो रेखा खग का भी सेव कोण पर अ्घेन (08000) करती है। 
रैखिकी से केंद्र म पर बना फोण ८खमग 
>7२२८/ खकग 
च्श्क 


“० ८.खमच न्ज “खमगचूक 


झथव॒ खत्च 5 खम.उ्या खमच 


परन्तु सत्र 5 नह 


ञी | खमनन्‍्ना 


रण्द 


ाज्यायाक 
इ 


_ च्य 
ब्च्कक 
2 या 
इसी अनार पा * जलवा खत 
ह्व 
और ज्रञा ७० __ 
श्स्क्य 
वा सता गा 





5 वार न >म तन ब्ल्श्प्रा 
प्याक प्याख य्याग 


किसी भी मिलज के परिकेशी घूस फो परिएथ 
(छ०या० ०7००), उसके केंद्र की पर्किद्‌ (072ए0 00790) 
ओोर इस को तिप्या फो परितरि-या (67०07 70फप्8) कहते 
है । 
उपप्रमेय -- छा २ पया क, 
खाकर ताययागस्प, 
गा नबर्जाप्याग 
११२१ परिक्रिय्या को भ्रजाओं के पदों में व्यक्त कर 
सकते है। 


आस 0 आ 5 5 न हा, 
श्ेघ्याऊ शखानाप्या के 
काखागा 5 
च्ड हज हु 
छह (अजुच्छद ११ १ से) 


बर्०्७ 


११३ किसी भी चिभ्ज़ में अंतर्तिखित चृत्त (780४- 
४०0 ७7०७) की चिज्या निफाहना-- 
हैँ 


मान लो: कि 
जिभ्रज कखग॒ “में 
अंतर्लिखित, ' वृत्त 
का केन्द्र भ है और 
चृत्त और भुजाओं 
के संस्पश-बिंढु 
(0०४68 0[ 009- 
४89) च, छ, ज॑ 
हैं तो भच, भछ, 
ध 8०035 अज रेखाएं तिभुज 


५ 





की भुजाओं पर रम्व दोंगी। अव इनसे से प्रत्येक की लम्बाई 
ब्त्त की भिण्या घ के सम है । 


क्योंकि &फखग का क्षेत्रफल 
+ &खबग, & ग्भक और ७ कभण के क्षेत्र 
फरडों का योग 


रू 
ह 8) 7 (हक गि खग.,भच +हू.गवा-मछ नी दर करस॑भज॑ 


अ 
] 


न ई ! 
हर का.घ+३ खा-घ+ हु गा.ल 


२०८ 


है. ् 
कद अ (का + खाक गा) 


भ 
ष्न्न्न्सा ('. छा +खा+यगां 5 रेसा) 


बन 
सा 


लिभुज़ में भंतलिसित दूत को अंतर्वस (गर०7००), 
उसके केन्द्र को अतः्केन्द्र (70००४0) और उसकी चिज्यः 
को मंतख्तरिस्या, (777५0४७) फहते द । 


शिप्पणी-- अंतसरेन्द्र से शीर्षों की दूरियां । 
& फभज से अक ₹ भञ्ञ ब्युज्ज्या अद्रज 
४» अफ ८. स्युज्ज्या 
इसी प्रकार, अप रच. ब्युज्ज्यार्‌' 
ग 


और अगरूचर. व्युज्ब्यायू्‌ 


११.३१ उ के अन्य इयजक-- 


गताजुच्छेद की आद्धति में, कोर्णों की र्घेच्छेरी रखाओं 
का मिथद्छेदन विंदु (90४6 06 9६९088०८४0४) भ है 


इसलिए ८ अखच 5 ३१ “८ अगच ि 


२०५ 


तिभ्रुअ अख़च और अगच से, 
व ग 
खचजूच कोस्प, » गच जञ कोस्प: 


अब, खच + गच 5 खग न का 


न ख ग 
ह ना कोस्प, -+ को स्प- ) चन्का 
4 २ 
श् 
- ज्या-- + कफोज्या- ज्या 


२३ ३ २३ ३ ) का 


स्व जया. 
ज्य शा ग न 


व 5 | 
नर [ काज्या 
अथवा 





व्वा विंग) _तज्या जया 
अथवा तर ज्या ( न )>का ज्यार्‌ ज्याय्‌ 


कक 
परंतु खपग ब्टऐ०ी + पु 
हम 
9] 


. ._. लनग 
न ज्या हर 


ज-कोज्या 





ख ग 
का ज्या/ज्यादा 


5 अटल ले 


* कोज्याद्ू 
> क कक 
परंदु का-१च्राज्याफ-टछ घाज्या हू फोश्या रू 


घ्श्‌० 


है ये कक जया श्र ज्याः है। 
« बचनन्‍्४नाज्या दया (४ द्ब्े (५ छ्‌ 


चेकाल्पिक रीति (४९7०४ ए९ ग्रा९४706)-- / 


& २७ 

सा का+खा+मा 
2 खाया उज्याऋ 
 काकसाकगा 


_शेत्ञास्याख. २त्राज्याग. ज्याक 
शच्ना (ज्याक+ज्याख+ ज्या ग) 
(अनुच्छेद ११९२, उपप्रमय) 
शत्ाज्याकज्याखज्याग 
+ जया क + ज्या ख + ज्या गे 





परन्तु अवुच्छेद ९२ के उदाहरण १ से 
ज्या क+ज्याख+ज्याग 


के ज्या कोस्याय, 
*४कोज्या- छू कोज्या २ कोज्या-न््‌ 


8 





कक कक ख ख ग गा 
श्द्त्राध्या ्य कोज्या उज्या 5 फीज्या उज्या ८ कोज्या ३ 
चेक 





४ कोज्या > कोज्या -> कोज्या पु 
ग ध 


कक ख 
्छ०त्राज्यायर ज्या 7 जया रू 


ब 


श्र 


११-३२ तर के छिए एक और ब्यजक-- 


अजुच्छेद ११-४ की आकृति भ, रेखाएं खच भर खज, 
एक ही बिन्दु ख से खींचीं गई, अतवृत्त की दो स्पश रेखाएं है 
“.. खच्चखज 
इसी प्रकार शच>गछ 
और फछ *कफज 
अब परिमाव श्खान्‍(कछ +कज)+ (ख्य +खच) 
ल्‍ +(गच्न+ गछ) 


“« सा>कज+ खच+चग ८ कज + का 
* फजसा-का 


ह्‌ 


अब जिभुज कश्ज में 


गज कर 
कज सप २ 
घच्कमस्प 
च्कजस्प 
कक 
भर (सा-का) स्प ्‌ 


इसी प्रकार, घ (सा खा) स्प्रू 


अर (सा-भगा) स्पटू 


र्श्२ 


ऊल्पिक रीनि-- 
>_् 


सा 





८ सा (ल्‍्वा- का) (सा - खा) (सा -गा) 
सा 





एला-कऐ (ला सा) एस - गा) 
सा 


वि (सा->सा) (सा-गा) 
(का-क0॥/ सा (सा- को) 





*#(स्रा - का) स्पज 
न 
इसी प्रकार अ(सा-खा) स्पज्ू 


और न्रर(सा-मा) स्फ्््‌ 


११.४ यदि कोई चुत्त किसी जिभुज की एक भुजा का 
और जन्‍्य दी वर्चित भुजाओं का स्पश करता हो तो वह दृत्त 
बहिक्षिरितत चूत्त (६६००५७४९ ०7:06) कददझाता दै।इस 
प्रसार प्रत्येक त्रिभुन कखग के तीन वह्दि्िखित दत्त होते 
हैं। प्रथम, जो छग भुजा का और कण, कग वर्घित भुजाओं 
का स्पर्श करता है; दूसरा जो गक भुजा का मौर खग, खफ 


श्ष्रे 


वर्धित भुजाओों का स्पद्दा करता है ओर तीसरा जो कख भुझा 
का और गक, गख चर्थित भजाओं का स्पश करता है। 
चद्दिलिखित चृत्तों को चहिदृत्त (४४०:०४०४), उनके केन्द्रों 
को बह्िप्केन्द्र (०८०७॥ं०७) और उनकी चिज्याओं फो 
चहिस्निज्याएं (७5:०५) कहते है। 


११.४१ त्रिभुज कखग के वहिदृत्ताँकी त्रिज्याएँ-- 
कक 





आ. ११०४ 


मान लो कि जो बहिदृत्त खब भुजा का और कख और 
कग चित भुजाओं का स्पशे करता है, उसका केन्द्र भ, और 


ह 


श्र 


उसकी त्रिज्या जु, है; और इस घत्त ओर खग, कग, कस 
रेखाओं के संस्पर्श विन्दु ऋमशः च,, छ,, ओर ज, हे। 
इस बिन्दुओं को आ, से मिलाने वालो रेखाएं ऋमशः इस 
भजाओं पर रूम्ब दोंगी। 

और अ,च, रूथ,छ५ स्थ ,ज, 6 च, 

भव 6 कखग ८ 0 अ, कख + 8 अ,गक - 0 अ, खग 


र्‌ र्‌ श्‌ 
अथकन्न' +--गाच, +-“ खानच,-- कांच 
थत्रा ७ न 8: 7] लत + शक 9 


बट इतर (गा +खा - का) 


ब्न्न- 


हे ज्न्द्दुतर (शसा- रका) 5 भ, (सा- का) 


आम मम 
* सा+-का 
इसी प्रकार यदि कोण स और ग॒के सम्मुसत वहिईसों 
की चिज्णएं ऋमदाः घ. और ज७ हों, तो 
5 
स्ता- गा 


कि 
सानगा 





55202 


टिप्पणीः--बहिप्केंद्रों से श्लीर्षों की दूरियां 
8 क्र, ज, से, 
अ,कलूअ,ज, व्युज्ज्या अ, ऋज, 
«. आ,क "च, ब्युज्ज्या रे 
>ज्न,ब्युखप्या 
इसी भकार अ,खन्‍त्त्र ्युच्ब्याय्‌ 


और », गजूतच ब्युक्ोज्यारू: 
इसी प्रकार कोण ख और गे के सम्पुब बहिष्केऊ 
भ,, अ७ से शीर्षो की दूरियां निकाली जा सम्ती हैं। 
इसके अतिरिक्त 
८“खभ, गर८ /खब , च, + ८गज, च, 
क्योंकि खच,भ, एक लम्बकफोण प्रिभ्षज हैं, 


४». ८खभ, च५ +९०*-अ, खच, 
४०९०९ -. दि 
९७ (० न्न ) 


डे 
ग 
इसी भकार ८ग़अ,च, 5 न 
खग 
हे] खञ् (ग ८-- + 5 
८खभ्न; कु र 


3 


कक 


4030 ६» व 
इसी प्रकार /गम,फ 5९०*-.. खे 
झ्‌ 
और ८८कअअ्--९०९ - मे 
74 


११४२ बहिस्त्रिज्या के अन्य ब्यंजक-- 
पिछल अजुच्छद्‌ बिंदु ७, बहिष्को 
गत च्छद्‌ की आकृति में बिंदु झ, बहिप्कोण 
85407707 ७888) ख और ग के अधच्छेडी रेखाओं 
न छेद्दी रेखाओं का 
<अ, सच , -+९०*- सो 


5 ह। 
ब् 


<अ,गच, 5२०९-.. गे 
ग्य 


2अ,खच, से, खच,--अ्,कोस्प(९००-- 5) 


न्घ्, स्पज्ू 
ओर ८ अ,गच, से, 
गच , न्च, कोस्प (९०९ न ३) स्न्न्न, स्प 04 
ऐप 


परतु खच, +गच, 5 गखर का 


> 


न्न, ([ स्प्जू कंस्प ्) नन्का 


२१७ 


ग 
अथवा त्र, य्या ) चन्का कोज्या कोज्याय्‌ 


ख. ग 
का-कोज्या:- फोज्या:- 


मम 
कोज्याज हे 


( /ज्या कोल्यान-) 


े 


अब, का 5२ आ.ज्या क न 
न घा.ज्या-*कोज्या- 


/« न्,८ू७चा.ज्या >- कोज्या--कोज्पा 
ग्ि ् 


हे 


प्सी ज्या ख, कोड श 
ली प्रकार, अ२ २5४ आ.कोज्या शयासयू फोज्या छू 


ःः रा 
ओऔर ज्र, 5८४ था कोज्या-_- कोज्या> उग्रा 
गे न छू 


न्‍ 


वैक्द्पिक रीति-- 


 सा-का रला-शेका 


न सा.गाज्या क * हु 
सखा+गा-का 5 


शा 


शच्ाज्यास. २च्राज्याग. ज्याक 
> ्त्ना, छया ख+ज्या ग-ज्या क) 
२ च्रा.ज्या क. ज्या ख. प्या ग 
“+ या ख+ जया ग- ज्या क) 
अब, ज्या ख+ज्या ग - ज्या क 
२७ २७ २७ 


शाजका काला खा,गा 





(अनुच्छेद ११५ से 
52906: 20 के 
काखागा जा+गा:का 


93 
कक >>०००+>०००+ का लि ज्ड जज 
का खा गा सा (सा - का)(सा - खा) (सा - गा) २८ 





(२सा-२ का 
हा ०५ [सा -गा)सा - का) %/ लिए नापडा 
गाका काखा 
#492 ५२52८ 
हे सा (खा - का) 
खागा 
कक 
*छ जया ज्याए कोज्या न 


४ ने, र+ ; 


कफ क्र ख ख_ ग.. गे 
१६ ब्रा ज्या: फोज्या ६ ज्या | कोज्या ३ ज्या ६ कोज्याद 





ण्ल 
धज्यादूज्या फीज्या - 


श्र 


ढ़ 


न-धचा जया > करोज्या 


कोज्या ३ 
इसी प्रकार 
9 न्ना कोज्या - ज्या > कोज्या 5 
ग 
जोर ध्र/5४च्रा कोज्या * कोज्या ज्या 


रे 
११७३२ बहिस्थिज्या के अन्य व्यंजक-- 
अठुच्छेद ११-४१ की आऊति से 


कछ, + कज, >"कग + गछ , + कख +- खज, 
“कंग+गच, +कछ+खच, 


('गछ, >गच,, खज़,-खच,) 
ज्कग + कस+ खग २ सा 
ओर कछ, 5कज, 
“- कछ, ->कज, नसा 
6 भ,फज, स, 


कक 
अ,ज, >कज, स्प 


न 





ख 
इक्षीअकार न, >सास्प-ट 
गौर 


ग 
जअ,च्सास्प बच 


२० 


बैकाल्पिक रीति-- 
5 
सा-फा 
सा (सा - का) सा - सा) (सा-मा) 
(सा-फका) 





घन 











एला- का) 


हर (छा - सा) (ला-गा) 
सा4/ सा (स्रा- का) 


कक 
सत्खां मप-- 
नह 


| ग्व 
इलीप्रकार ५. न सा स्प्यू 


ग 
और घी३ल्‍खांस्प:- 
११-७५ उठाद्ररण ३-- प्लिद्ध करो कि 
&न्श्श्त्रा'ज्याकज्यासखज्याग 
अनुच्छेद ११-२ से, 
रचारज्या कज्याखज्याग रचा ता गा 
स्पा रचा रचा 
- की खा गा। 
ध्चा 
न्न्छ 


श्र 


“ & "२ चत्राप्ज्या कज्या खज्याग 
उदाहरण २-- सिद्ध करो कि 


(च “चर स्पयू: < (ह्ञ/-न्न) कोस्प प्‌ न्‍्गा 
भजुच्छेद ११०४३ से 
(प्र, + न, ) स्पट- 


कक खत ग 
द््ड प्र अप प्‌-- 
सा स्प्ू +सा स्प न्य ) हद द्य 


स्पा कः 454 
>सास्प >-( एप ++स्प-> 
द् (स्प रूस ई) 
ज्या+. ज्या 
न््ञ३ र्‌ ््‌ 





कोज्या न कोज्या न 
स्‍्या ([ कागज, ) 
स्ल्ञञ३ २ 
कोज्या >> कोज्या +० 
जि न 
कोड्या 
जे का 
पब्या- फोज्या-- * 
फोज्या-य कोज्या जू 


(उपर । 


श्र 


४ भा कीज्या-_- कोज्या >-ज्या 
श्र 


फोज्या -._ 
० 





(अनुच्छेद ११०४२ से) 
कोज्या  कोज्या न 


ज* 9चाजउज्या-- कोज्या ल्‍ श्नचाज्याग नया 
और (न्र/-ञ) कोस्प- 


| य्य हई |] ग 
हा 2 (सा-गा)३८ रत. । कोस्प-> 
॥ खास्प-. (सा-गा)> सन रो हू 
च्य रण सा “शा स्स्गा 
४. (च, +च,) स्प ध् हू [त्र4-च) कोस्पर्ू वसा 


उदाहरण ३-- सिद्ध करो कि 

(हक, >ज्) (नच.-ज) (जन -“ज) + ४ चा भा 
अन॒च्छेद ११८३ और ११-४१ से 

(च, >चत्र) (घर -ज) (पर “च) 


मे (्वटीच्न 55 न्‍्नन ) जि ऐ बे ) (लो ट है) 


दक्षिण पक्ष 
& ३ (खा->सा-का) (सा--सा > खा) |खा- सा -गते 
है सा (सा- का) (सा - खा) (सा - गा) 











श्श्३े 


ज 2. कीसतागा 
-“खाः (४१ 
_ 2 -कानखा,गा 
.. सार 
8 फा.खा.मां 
ल्‍्स्ा* ([ पर ) 
न्घ'श्चा (अनुच्छेद ११-२१ से) 
(त, -चो (ज३ “ज) (घ३-चभ)८ूउभा घे 

११८६ जिभ्ुज की भुजाओं ओर कोणविदुओं (पेश 
90708) से छंब्रकेन्द्र (००४॥00७7076) की दूरियाँ। , 

बिझ्ुज बस्वग के शीर्पों से सम्मुख की झुज्ञा्ों पप कल, 
खथ, गद्‌ लंब खींचो ! 

इग तीन रेखाओं का मिथरच्छेद्न विंडु छ निभुज्ञ का छेव 
केन्द्र है। तथ, थद भौर दत को मिक्ताओ | तो चिभुज तथद, 
त्रिभ्ुज॒ कखग दाग पद्िक चिभज (9009। ६४४०४) द्वोगा । 

कर 








री 


ख ते श्र 
आ. ११.५ 


ररछ 


&फंखत भे, 
खतनन्‍ूकख कोज्याख 


च्न्गा कोज्या ख 
&गखथ में, ८गखथर--९०९-ग 
& छखत में, 
छत 
हक्लतयँ सुपए तखरल 
जस्प गखथ 


“« छत > फ़त सप गखथ - 
न्ूगा कोज्या ख सप (९५० -ग) 
गा कोज्या ख कोस्प ग॒ 
परंतु गारश्घाज्याग 


“« लतन्‍-२चा कोज्या ख कीज्या ग 
इसी प्रकार छथ २ ज्ञा कोज्या ग फोज्या क 
और कूद २ ना कोल्‍्या क फोज्या स्व 
पुनः /करखथ में, 
कथर-कख कोज्या क गा कोज्या क 
और /&कतग में, ८गकततू९०-ग 
&करथ में, कच  खल्कोज्या धकल 


* अ्युस्कोज्या गकत 


श्र५ 


«४. कल कथ ब्युत्फोज्या गकत 
गा कोज्या क ्युत्कोज्या (९० -ग) 
नया कोज्या क व्युज्ज्या ग 
>रेच्नाज्याग कोज्या क ब्यूज्ज्याग 
ज्श्चा कोज्या क 
इसी प्रकार, खलू२चा कोज्या ख 
गलरूः २च्ा कोज्या ग 
११८६१ पदिक जिभुज फी मुजाएं जोर उसके फोण-- 
कर्योकि /ऊूपेस 5९०९, कौर /छतखर ९०९ 
«». दुरूत॑त एक बृत्तीय चतुमुज है । 
“४. ८&दृत्तलछ + / दखल १९०९ -क 
इसी प्रकार छूतगथ एक बृत्तीय चतुर्भज दे । 
“.. ८“जउतंथ5८ / छगथ ८८९०१ - कक 
“« ८दतथर- ८द्वदू+ ८ छत्तथ 
स्रैटू००-२ क 


इसी प्रकार ८ तथद्‌  १८०९-२ ख 
और ८थद्व 5 १ै८००-शग 
%फजलयथ मे, कथ न्गा फोज्या क 
&कगद में, 
कद रखा कोज्या क 
/“फकदथ मे, 
थद॒ः #छदाद' +कथ' - शकद-फथ फोड्या के 


म्श्द 


र्खा'कोज्यापक+गा' कोज्या पक 
-श्जा कोज्या कमा कोउ्या क.कोस्या के 
कोज्या पक(जार + सा* - २णा गा कोज्या क) 
जचकोज्याप्क, का? 


. थद्‌ 5 का कोज्या क 
इसीप्रकार दत-*खा कोज्या खत 
ओऔर तथरूगा कोज्यांग 
११८६२ भान लो विंदु आ, निभ्ज कखग का अंतः 
और विदु 4,, ज, जीर थ, ऋरमदाः फोण के, ख और ग के 
सामने के वहिष्केसत्द हैं। क्‍योंकि रेखाएँ अग भोर थ, ग फोण' 
हि आ, ख का ऋमरशः 
गा 5 2२ अम्तरतः (7007७) 
गौर चादतः (०डश- 
छाप) अर्धन फरती 


यजआी 


2 दें ट 
अतः, रेखिफी से, 
क्ष ८आभअ, २२९०) 
इसी प्रकार 
८अगम, सूप 


इसलिए ग, गम: 
एफ सरल रेण्य है 
'क्लैर अग उत्त पर 
रच है। 
आ. ११.६ 


2२७ 


और रेखाएं अक भीर भफ दोनों कोण खकग का 
अन्तरतः अधन करती हूँ । अतः बिंदु क, ऋ और भ, एक 
सरलरेखा में हैँ। इसी चघकार खजगजभ, और गशभ, भी 
खरलरेखाएं थे । 


इसलिए बिंदु क, घ, ग चिभज भ, भर अ9 के शीर्षों से 
सम्मुख पो भज्ञाओों पर खो भए लंबो के पाद 
(0७ ० ए०एथ्गवांठ्यीघ०७) | गौर भ इन छंबो का 
मिथइंछद्‌न विंदु दे 


अतः कणछग भिभुज अ,भ झलक का पदिक चिभुज है 
शीर बिंदु भ उसका ऊंयफन्द दे । 


उदाहरण- त्रिभुज अ,भरभ+ की भजाएं और उसके कोणों 
का निश्चय फरो। 


6 फखग, ७ अ,भ,भ+ फा पद्क विभुज है, 


अतः अनुच्छेद ११-६१ से, 
“८खकग  १८०-२ ८अ,अ,भ३ 
अथवा /क>१८०"-२ गम, 


_ १4८० - पक ०_ कफ 
४ 5. (मम, न दर ब्न्र0ी न न 

णख 

इसी प्रकार /अ, +-९०९- न 


कौर ८ आ३०९०९- स् 


श्श्८ 


पुनः अगुच्छेद ११७६१ से 
शग रूस, भ। फोस्या भाभ म. 
भयपा का््म,म, फोज्या सम, 
४ भभ। रूपा ग्युस्शेम्पा भ, 
का 3: | >> नर ड्ड स्युउ्स ॥ हि 
का य्युक्तीन्पा (० श्र ) म्या वब्यय्ण्य दर 
ग 
इसी प्रकार भ, थदरूगा व्युज्य्या मन 
और डर 
भोर भ। अ, रूपा य्युज्ज्या दर पु 
सैफस्पिफ रीति-- 
सनुष्छेद ११०४१ की टिप्पणी फे अनुसार 
फः 
८गाम, गे *%०) न 
परन्तु £छ्रम,गरः ८भ, 
यर 
४... ८.अ,८९%०९- 
ग्प ग 
इसी प्रकार ८अ, ७९० - और ८5९०-३२ 


ऊपर फी आकृति से & कम, भ, में, 
अ,भ, र्ञ,क च्युज्ज्या भर 


श्र 


११७ अध्यगाओं (:0०१4879) की छेवाई-- 
कृ 


2 मा मर 
सर ज्छ ष्स्‍कक। 
खा, ११.७ पु 


मान लो कि तिभुज्ञ कलग में मध्यगा झच, रेखा खग 
का अधेन करती दे । 


तो खचत्-गच त्ल्यू 


5 कजच में, 
कच' >कख* +खच* -- रकख,खच कोज्या ख 


सलमा+--+ रगा-फोज्याख 
पर 
न्यास “गाका फौज्या स 
«“.. श्च? रश्गाषन- हू ल्गाका कोज्या ख 


र्रेर 


है ८ 


न्गश्क व्युज्ज्या (९०९ न |) 


ख 
ल्‍्ञ,क व्युत्कोज्या | 


क्‌ 
परन्तु अ,कन्‍्त्च,च्युज्ज्या ५ 
(अज्ञच्छेद ११-४१ की टिप्पणी से) 
कक ख 
“४ आ,भन लच, ब्युज्ज्याम्‌ व्युत्कोज्या २ 
कक क_ . ख 
ज्खासस्‍्प च्युज्ज्याड ब्युत्कोज्या र्‌ 


ब्लड सा 





कक जब 
कोज्या न कोज्या नर 


खागा.गाका 
सा (सा -का) . सा (सा- खा) 


््ट काखा 
न्न्गा न कल आज ४4424 54 कल जग कीच 
*/ह्ञ +का) (सा - खा) 


लि गम 
न्च्या व्युज्ज्या 
०-03 २ 


ज्ब्खा 


इसी प्रकार अल्‍अ6, अ>थ, भी निश्चित किए जा सक्कतें 


मे३० 


११.७ भच्यगार्थों (080/079) की छैवाई-- 
कक 


की 
ख्र ४० 2 ध्ाइहक- | 


आ, ११.७ 


मान लो फि पिभुज् फजग में मध्यगा फच, रेखा खग 
का अर्थन करती है । 


तो खच्च॒न्‍न्गचनन न 


/ कखच में, 
सफख'+खब* - रफण.खच कोज्या खत 


लगा*+-्दु सा >*फोय्याख 


के 


करार तक 
अ्दया+ रु “गाका फोज्या ख 
र 
««.. शेकचे ८शेगा* कफ > श्गाका कोज्या ख 


श्र 


का 
हू शेगा* + प्क् (का*--गा* -छा*) 


है] 
स्गा*+खा* - का 
२ 


३ ,-...८---.८- ८६ 
न न ४श्गा +रसा* - का 

इसी प्रकार, यदि गक और कर भुजाओं के मध्यपिदु 
क्रमशः छ और ज हो तो, 


खेछ -+ ध् ४*रक्का) + रगा*-खार 


झौर गज ् ४इल्लारक २ का - बारे 


११७१ भ्ुजाओं के साथ मध्यगार्भों की नति (पाणें- 
ग्रछ078)--  * 
मान लो ८. फचखच्भ 











# कब में; ८० >बदर-- 
जया ख _ जया ऋ 
५ गाज्याख 
डक ज्या घ्न्ल 
कच 
र्गाज्यास 


४रग0 + रखा* - का* 


श्र 


30७५ 





. फा /श्गा' +रुखाई >का 
पर 5 
११०८ ब्रिभ्रुज के कोणों के अधेक-- 
रा] 
ख्र चेक. जा 
आ ११०८ 


मान छो जिभज़ कखग के कोण क का अर्धक्ष कच, छग 
रेखा का थ विद्धु में छेदन करता है। 


अब, 6७ कजच + 0७ फचगर ७ कछग 
५. 28 कट करा ५ दल, कब कया 
न न्‍् कख, फच ऊ झ हि | कगे. कच ज्या डर 


् पर कंस, कग ज्याक 
प्‌ २ 


3046 5 एम, १ ज्याफ 
अथवा ह्ुकच ज्यान्ू (गा+खा) 5 ऋगाखाज्याफ 


] 
अथवा कच (गा+सा) ऊरेखागा कोज्या हर 


) 
श्३े३ 


रखा गा कोज्या 
“ क्व-- -ह 
शा+सखा 


और / फचग + / चखक+ ८. खकच स्खकर, 
११-७ छंबकेसतद्र और परिकद्न के चीच की दुशी-- 


कक 


आ., ११.९ 


स्‍ हा ५ 
मान छो कि बिंदु म और छ ऋमदाः जिभुज् कखग के 
० ला ड् हित 54 
परिकेद्र और लूंबकेंद्र हे । बिंदु म से कख रेपा पए मज लेंव 
सीयो। 8 


अब, /जमकल्‍ूयग 
“. /“मदस्--९० -शर 
जौर /छफलर+९०*-ख 


श्३४ 


“. /८मकऊ़ल+ /छकख- ८ मकज 

अआ०-स)-(%०-भश) न स-ख 

और करू श्चा कोज्याक (अनुच्छेद ११-६ से) 

सर फकमन्‍ूचा 
& फ्मल से, 
मछ*-+कम* + कलर - रूम. कर कोज्या मकछ 
न घ्रा* +छत्रा'फोस्या'क 

-४घाकोज्या क कोज्या (ग - ख) 


न्‍न्घारे [१ +9 फोज्या फ [ फोज्या के 


-कौज्या (ग-ख) ) ] 


घ्राः [ १-४ फोज्या क कोज्या (छत +-ग) 


+फकोज्या (ग-ख) ) | 


|| 


घा* [१-८ कोज्या क कोज्या खत फोज्या ग] 





«४ मर न्‍ू+ु था ४१-६८ क्लेज्या क कीज्या ख कोज्या ग 


उपप्रमेय-- यदि जिभ्रज कग रुंचकोण निशुज्ञ हो तो 
मल च्तरा 


श्रे५ 


१५०५१ पेरिफंद और अंताकद्र के बीच को दुरी-- 


53 


न 


ख़ ग 


आ ११.१० 


मान छो जिभुज ऋणग से बिंदु स और भ ऋमशः परि' 
केन्द्र और अंतेन्द्र है 


८. गकभ +-+ दा < गकम ९०१-ख 


४» ८. अफम 5 ८ गकम- ८. गकभ 
5 ९००-ख--- 
डे 
_फकर्नख+ंग कक 
सी प् लखनऊ 
_ग-ख 
जा 
कम ऋ॑ई त्रा 


शे३द 


सौर क्रम्म रूघ सयुज्व्पा-यू 
(अजज्ठेद ११९२) 


5 क_ ख_ गा) हि युउच्या कक 
श्र [धरा ज्यायज्यायूज्याय्‌, द्युज्ज्याय 


<धत्ना ज्याजज्याउ- 
हे ब्लप्रा 5 द्र्ड ्‌ 
& अकम में, 
मज्न* 5 कम + कअ* - रकम, कअ कोज्या अकम 
श 
म्न्ध्राः न रिदत्ा जया य ज्याप्य्ू 


ग-रस्खत्' 
>८प्रा*ज्या> ज्या;कोज्या। “--+ 
।'ज्यायू: दुकोज्या( डर ) 


ग 
सूत्र [१+< ज़्या उव्याड (सव्यादज्यार 


२ रे 
- कोज्या (ऋ) |] ] 
स्घार [ नौ4 जया जुज्याइज्याक्यार 
-कोज्या-कोज्या ३)] 
[ँ < ज्या ट्रूज्या कोज्या( न्‍््) ] 


ब्् ग_ कक ] 
3(१-८ ज़्या >उ्याू>ज्या-- 
न्ज्चा [ १-४ ज्या रज्याय्रज्याय 


२३७ 





४ मभर८ प्रा १-८ ज्या या जया. 
इज्या द्ज्याय्‌ 


यह फल इस रूप भें भी छिपा जा सकता है-- 
के ख ग 
+ रूच- रक्षा,४च्त ज्या- ज्या ज्या> 
मन्नः सत्र ६ ज्या-रज्या (जया 
सवा*०रेघाघ 


इसी प्रकार यद भी दिखाया जा सकता है फि, 


ने चरा2/१ +८ज्या ->कोज्या। फोज्यार 








ना बारे+ रचा न, 


प्रश्नावलि १६ 


रे 


(१) एफ च्िम्र॒ण की झुजाएं फऋमशः ३, ७ और ५ पाद ढंवी 
हैं। जा, थे, च,। पे और भ+ निर्चिचत फरो । 


(२) खिद्ध करो कि किसी विभुद्ञ फलग का 
न श्‌ ग ज्या फ. ज्यां पे 
फल ५5: गोा-.....- 
जहर मल स्याण 
सिद्ध करो कि किसी तिभज कखग में, 
(३) का कोसप फ+खा वोस्प ख+ गा फोस्प रा 


२२ [प्रा+ण) 
(४) तच,+जअज, +भड-चचूछचा [आँभध श०४२ 


श्डेट 


के 





(५) (हू +ज.) (ब+ब5) जि; चर) 


(६) 
(७) 


(<) 


(५) 
(१०) 


(११) 


(१२) 


__ ६8 चार 
५ . कार बाई गारे 
। निामपुर १०२५५ 
१ 


भ््च, है [ फलकत्ता १९३१ 


अजब न चेउच , ऊंचे, ऋसा* 
[बंबई १०२७ 
(अ,- ५) कोज्या क+ (चर, -च,) फोज्या ख 
+(च, ->च,) कोज्या गंरू० 
[भांध १९३५ 
अत्रक्ष, च३ च३ ० विबई १९४३ 


& >+४जआच कोज्या > कोज्या ्ू कोज्या डर 
(लक घर) का 


रू रे 4 श्‌ 
शब्रान्न छात्र गका कास्य 
[इलाद्ाबाद' १९४२ 
यदि कश्षम एक छंवकोण जिल्‍्रज दो, तो सिद्ध करो 
कि 


( १० नर (६ जा) कट 


श्र 


विंवई १९४२ 





(१४) यदि कखंग एक लंयकोण चिभ्रज हो, तो सिद्ध 
करोकि 
बशन्च भा“ तर [नागपुर १९४३ 


(१५) यदि 8४फखग मे, शीप क, ख, ग से सामने फी 
भज्ञामों पर खींचे गए रऊंबो की लवाइयां क्रमशः 
छ,, छ२) 83 दों तो सिद्ध करो कि 





+ आम नि कोड. ३६ 
(१) -_-+>7 कह तन [नागपुर १५४६ 


छ, . छ३ 


(१) भर और घर फा दृरात्मक् मध्यक्र (धण0ए 0 


77689) छ, है। 
लिागपुर १९४६ 
(३) ८ बार 5 जल, छा [इछाह्ञाबाद १९३९ 
4 ९४२ ८०४३७ 


(१६) विभुज कखम में शीर्ष“बिन्दुओं से सामने की भुजाओं 
पर खींचे गए रूम्य बिन्दु म पर मिलते हैँ; कोण 
मक न य, मख ७ र, मग-लछ, तो दिखामो फि 

का खा «गा फाखागा 

र_ छ यरलर् 


ष्क्वा 
या 


विनारस १९४४ 


(१७) * सिद्ध करो कि यदि जिम्ुज कखगश मे झ्ीरप के, से, ग 
से सामने दी भजाओों प९ खींचे गए छम्चों के पाद 


फ्रमशः च, छ, ज हों तो त्िभुन कछज, खचर्ज 


घे४० 


और गचछ के परिलेखी चृत्तों के ब्याल क्रमशः 
का.फोस्प.फ, खा.कोस्प.ख और गा.कोस्प.ग हैं । 


(१८) दिखाओो कि त्रिभज कखंग 'के पदिक तिभज का 


परिमाप ४चा. ज्या क, ज्याख. ज्याग है । 
निगपुर १९४१ 


(१९)- यादें त्रिभुत कखग के परिकेन्द्र स तीनों भुजाओं पर 


(३०) 


(२१) 


खींच गए लम्यों फी छम्बाइयाँ लू, ८, छ' हों तो 
सिद्ध करो कि 

च्द्वा शा १ काखाया 

छाद्धा 7 ४“कछछ लग 

प [वनारस १९३५ 
करो क्लि निभ्रज कखग में, 

अंतद्लेत्त का सेत्रफल प्पा 

च्रिभ्नज्ञ बाग क्षेत्रफल कं ख. गे 
हि छल कोस्प “छू कोस्प च्ू कीसप नल 


६ करूकचा वी. एससी १९३१ 
दि तिभ्ज कखग के वहिप्केन्द्र भ,, अ, और अ३॥ 
तो सिद्ध करो कि 


(१) अ,ज३ + का-व्युज्ज्या सर + ४ ब्रा.फोज्या सर 





(२) 8 भ, भ, भ$ का क्षेत्रफल 
_दचा'-कोज्या टू फोज्या .हू कोज्या का 


५ 
> फी-खा.गा [ नागपुर १९४०, १५४४ 


श्त्रा 





पृ 


श्‌ 


(२२) 


दननार 
(३) अर्भबभभ, -अ, भर कई 3 चाट 


हर 


यदि त्रिम्रज कपग फा अंतसकेल्द अ और बहदिप्फेन्द्र 
अ, मे) ज| हों, तो लिद्ध करो पद 
(१) अ ज, > का.व्युत्कोज्या ' 8 भा.ज्या न्‍्द 


(२)मभ,, सम... अभ३ + २६ नागष 
[नागपुर १९३१ 
(३) भ, के. अर. अब्ग 
श 
>६४च्रार,कोज्या*>- कोज्या३- फोज्यार-.> 
जंग र्‌ 
(७) अक,भख अग #« ४ आन 


(७) के अख , अग 
अ,क. अ्स अंग 





(२३) यदि जिभज कसग की एम भुजा पर जिंदु च कौर छ 


ध 


इस प्रकाए लिए जाएँ कि सच 5चऊरः छणग और 
यदि ८खकच >य, / चकछ--र, ८छऊ्ग चस तो 
सिद्ध करो फि 7 
ज़्या(य+२) ज्या(र +छ) __ 
ज्यायप्याल 


४ 
[नागपुर १६४५ 


श्र 


बिंडु पर और परिृत्त का छ घिंडु पर छेदन 
करता हैं तो दिखाओ कि 


राछ _(का+स्मा)९ 
चछ मारे 


नागपुर १९४७४ 


२४३ 





चारहवां अध्याय 


चृत्तीय चतुर्खधुज; नियमित वहुछु॒ज 


१२०१ चृत्तीय चतुभज का क्षेषफल-- 


यु 





आ॥, १२-१ 


भान लो कि कख- 
ग़घ एक घृत्तीय 
चतुर्भंज है जिलमें 
कस न का, खग 
खा, गध ८गा, 
घक़ * था और 
जिसका क्षेत्रफल 
क्ष्है। 


चतुर्भण कखगघ -- 0 कपघ+ ४ सगघ 


र्४छ 


€* झ्स- -इका:घाज्याक न ुला्गात़्या ५ 
३: 


बढ 


छह -दूफाशा+ खाया) ज्याक हे 
(.-गच्पा-क) 


या क 5 श्क्ष > 
“ज्या क रू क्लिकष+ लग &6०%४०००४६६) े 
&कखघ में, के 

खथघ* “कान +घा* - २फा-घा.कोज्या क 
5 सगध में, 


खसघ*- ख/* + गा - रखा-या-कोज्या ग 
> खार +गर*+ रखा.गा.कोजया के 
खघ* की दोनों अर्हा्ों का समीकरण करन पर 
का +घा*- २ का-धा-कोज्य( क 
न्खार +गार + २ खा.ग-कोजया के 
करा) +धा > खा - गा 
२ (का-घा +-ख।,गा) 0 
(१) और (२) के वर्ग और योग से, 


“.  कोज्या कर 


__ संक्षर कारे+घा' >खार >गार)र२ 
हर (काघा +खा.ग)* 5 ४(का-घा+ खागा)* 
अथवा ४ (का.घा +खा.मग)१ 
ज्रैद क्ष* + (का) + घार -- खा - गा*)* 





२४५ 


अथवा १९८ क्ष" 
८४(का,घा+खा.गा।१ - (का' +घा* - खा “गा? )* 


स्ः झ (का-घा + खाया) + (कार +घा* > खा" - गा* ) 
ह हि (का-घा +खा.गा) > (का* +घा३ - खा ० गा ) 


चल का +घा)१ - (सा - गा)? ) > 


| (खा+ गा)? - (का-धा)' ) 


| 


न्‍(फा+घा+ खा - गा) (का+ घा-खा+गा) २८ 
(खा+गा+फा-घा) (खा+गा- का +घा) 


यदि का+खा+गा+घानू्रसा तो 


१६ छ्व* + (सा - रगा) (रसा- रखा) * 
(रसा - रघा) (रैसा - रेका) 


«« क्षे१ (सा -फका) (सा > खा) (सा -गा) (सा -घा) 





४“. क्ष८ ४(सा-का) (सा->खा) (सा->गए (ला- था) 


१४४ नियमित बहुमुज-- यदि किली बहुमत की सब 
भजाएं जौर लव कोण लमान हों तो उस नियमित वहुझुज 
कट्दते है। 


स्व 


। 
अद नियमित वहुमुज के कोण जोर उसकी प्रत्यक्ष 
० े न 
भुजा से उसके फेल्द्र पए आपात्तित कोण निरदियत करिए 
जायेंगे। 


र फ 
» 
गा 
न 
ञ् 
ते जी ) 
कप ख 
जा. १२ष२ 


स भुजाओं का एक नियमित वडुभ्रुज॒ कखगण.«-त है। 
मास लो फोण के और सत्र के अर्घक बिंदु म पर मिथश्छेद्ल 
ऋरते हैं। यदि म पिदु को प्रत्येक कोण विदु से मिलाया जाय, 
तो ब्िभुज कमख के समान, स जिभज प्राप्त होंगे और प्रत्येक , 
भुजा से म चिंडु पर आपातित फोण समान होगा। 

»“. ८ कमख * द्ध (चार छस्व॒कोण) 


_ श्प्या 


ख् 


२४७ 


जिश्ल्‍चज कमझ में आधार कण पर के कोण समान हैं; 
- पा-८कमख _ प्या _प्या 





मकख 
& रू $ सख 
».. वहुभ्रुज५का प्रत्येक कोण 5 २/,सकख 
>_ सि- २) प्या 
ख्र 


१२५३ नियमित वहुभज में अवर्लिशिित और उसके 
परिलेखो बत्तों की त्रिज्याएँ । 


आद्यति १२-२ में मान को स भजाओं का एक नियमित 
चहुभज कणगघ..---त है, जिसका कन्द्र महे क्षोर जिसकी 
भत्पेक भुजा की लम्बाई यहि। मक, मख को मिलाओ भोर म॒ से 
कर पर मप छंव खींचो। म़प जौर मक, नियमित चहुभुज 
की क्रमशः अंतस्चिज्या ओर परिधिन्या होंगी। भप को 
अ और मक को था से दर्शाओं । 


2 मकप में मप 5 कप. सप सकप 
न कप. सप मरुख 
परन्तु पिछले अनुच्छेद से, 


८ मकख # - 
सर 


नि य प्या प्यां ) 
7 खिल अरप (7 
श्ष्प ( रस 





प्या .......... ..«..०००० ०००० (१) 


य 
कद कोस्प गज 


४८ 


पुन मुक्क रूफोज्या मकप 


अथवा मद >फप. च्युत्कोल्या मरूप 
न्वकप, व्युत्फोज्या मकस्त डे 


ट व्कोज्या [सं ध्या) 
न ब्युत्कोण्या (हू -स् 
प्या 
खक35 ब्युज्ज्या त्च 8०७ ००० ००० +४० **०*००>१(२) 


१२०४ नियमित बहुभुज का क्षेत्रफल-- 
नियमित बहुभुअ फण् गघ -.-त फा क्षेत्रफल 
- 5स» (0मकस का क्षेत्रफल) 
ब्न्स, फप; मप 
जूस. फप. कप, रुप मकख 


>सकप"*., स्प मकज 


तल ) स्व (दर जन) 


रूख - कोस्प या. *००- ग) 


इस क्षेत्रफल फो अंतस्थ्रिज्या दौर परिच्रिज्या के पदों 
व्यक्त कर सकते हैं । 


र३९ 


इस प्रकार भपेक्षित घ्वघफाल 
म्स््य् प्या 
का फोस्प लय 


स/ ४च* 
कि फोस्प >> 
धर कल्प 
[भजच्छेद १२.३ सूत्र (१) से] 


प्या 





घ्ल 2 «०० ००० ०००००० *««(आ, 
ख.्र'.स्पत्ध (आ) 
पुनः अपेक्षित क्षेत्रफल -: --,-- कोस्प चः 
स ([ घा* प्या 
नस फोस्प 
[| 
कप) 
[भज्॒च्छेद १२९३ सूप (२) से] 
+ प्पा 
*स.घा*, कोज्या> ज्या-+जः 
स्तन श्प्या 
बज ह्नतरा बज्याप्स्यु शनि »> (६) 


१९५ बृक्त का क्षेत्रऋट-- यदि क्िसी नियमित वहुभुज 
फी भुजाओं की संख्या अनियत रूप से (पर0शापाधओए) बढ़ाई 
जाये तो सीमा में वहमज फा परिसाप, परिलेणी उच फी 
परिधि से संपतय करता है। 


र्ब्० 


इसलिए जब नियमित वहुभुज की भुजाओं की संख्या 
अनंत हो जाती है तो उसका क्षेत्रअछ परिवृत्त के क्षेत्र के 


सम द्वो जाता है। 
यदि नियमित बहुभुज फी भजाओं की संणय्या स दो 


जोग् उसकी परिधिज्या था हो त्तो ' 


वहुभज क्षेत्रफ ्ल बचा श्स्या श्प्या 
भज का क्षेत्रफल 52 भा ज्या स्ल 


« परिलेणी घुत्त (त्रिज्या चा) का क्षत्रफल 
[० 
मई 5 मजाक नयी, ) 
क | चर्चा ज्या 














५ मी 
"जी [कु 
ल्‍ ज्या (स्ट्ग) 
ल्‍प्यान्चा' का मु (न | 
सर 4 
प्यास से रण ल)) 
(8). हज 

न्प्यात्रा* (अजुच्छेद ३०९१ स) 


इसलिए किखी घत्त का क्षेत्रफल 
ऋूप्या € (उसकी बिज्या का घर्ग) 


55%). 


१२६ उदाहरण-- “३ पाद त्रिज्या के एक घृत्त 
फा परिलेसन करने बाले नियमित चश्मज (४65ब807) का 
परिमाप और क्षेत्रफल निद्चिचत करो | 

सात छो पहुज की घत्येक मज़ा की रम्पाई य दे । 


तब, बरू रे कोस्प च्च सयन्ध से, 
जय प्या_थ ... 
४३८ न्य कोस्प च्च ध्क २ ४३ 
“. य+२ पाद 
परदु़भुज या परिमाप 5 २३८६ --१२ पाद 
और पदभुज का क्षेनफछ 
द्यः प्या 
“० कोस्प ६ 
भि्ज॒च्छेद २७ सूध (अ) से 
६-४६ ५८३ 
ढ छ 
*दै ४३ चर्ग पाद 





प्रश्नावलि १७ 
(१) समुजाओं के एक नियमित वहुभुज में थंतर्लिखित 
वृत्त और उसके परिछेखी की चिज्याएं क्रमशः त्र 
और चा हैं और बहुमुत् की प्रत्येक सुज्ञा की रूम्बाई 
-यद्दे। 


रपुर 


सिद्ध करो कि 


न्ना की य.. प्या 
जक्ञत-गउसा और (वाकत) 5 क्षोेरप: 
त््‌ काज्या यू हे | च्छ 


(२) ४पाद जभिज्या के एक दत्त में अंतालेखित नियमित 
पद्म फा परिमाप और क्षेत्रफल मिश्चिचत करो । 
(३) * यदि क्रिसी समायत (5तृए७०) (जोर क्रिसी निय्रमित 
अश्भुज्ञ (०००8००) के परिमाष समान हों तो लिझछ 
« करो कि उनके क्षेत्रफल २: ५१२+ १ निष्पतति मे हैं । 
(४)  छिद्ध करो कि सिसी छुच का परिलेणन फरमने चले 


सियमित अप्भण और इसमे अतार्लेखित नियमित 
अम॒न्न के क्षत्रफकों की निष्पक्ति २०८३ (४२-१) 


द्ै। नागपुर १ 


(५) , एक नियमित परुभुज के द्वारा परिलिसित किसी 
चूत्त भें एक समनिभ्ुुज्ञ भंतर्ठिखित फिया गया है । 


सिद्ध फरी कि परिलेसी पदुभुज, दुत्त और अंतर्लिखित 
जिभज फे परिमाषों की निष्पतक्ति४ ७ +ह है. ओर 


५. 


क्षत्रफ्लों की रन प्या 
डनके क्षेत्रफर्ों की निष्पति <:- १ के है। 


२९३ 


(६) यदि एकचृत्त में अंतरलिखित नियमित पेचभुज (एशा- 


(७) 


8200) पदुभज और द्शभज (पऐल्टबू00 की 
अजाओं की हँग्वाइयां क्रमश त, थ और द हों तो 
सिद्ध करो कि, त* +थ*+द* [मिस्र १९ ४३ 


यादि किसी भी संख्या वी भ्ज्ञानों या एक नियमित 
बहुभुज एप वृत्त में भंता्लिग्थित दो कौर उसी यंय्या 
की भुजाओं का एक वियमित वहुमज उसी चुत्त का 
परिष्टेजन करता दो तो सिद्ध क्रो कि 
परिलेषी बहुभमज का क्षमफल ' 
परिडेसी बहुमज की परित्रिय्या 

न अंतलिखित बहुभण का सामिपीरेमाप 


५ [मद्रास १९४१ 


रपड 


तेरहवां अध्याय 


छेदा (०880०) 


१३.१ परिभाषा-- यदि फ कोई संझ्या हो और य॑ 
जार त ऐसी दो दूसरी सस्याएं हों कि कप च्तत्तो संख्या य 
आधार क पर त क्री छेदा कहलाती है और इसे छिफ्त! इस 
भुक्कार लिखते हैं। ('छेझन! को छिदा त आधार क'! पढ़ा जाता 
4५ 
हद) 
इस प्रकार कसी द्ि हुए आधार पर किसी भी 
संस्‍्या फी छदा वह घातांक है जिस तक आधार का उच्चयन 
करने से वत्त खस्या भाप्त होती द्वे। 
उदादरणार्थ, ६९८३६, .*, २८ छेप२६ 
१०३८- १०००, .,. 8० छे ०7००० 
२4१ > ०8७, .. - श्ब्ल छे, ५०७8 इड 
यह्द ध्यान में रखना चाहिए कि भिन्न-भिन्न, आधारों पर 
एक ही संस्या की भिन्न भिन्न छेदाद होती हैं; जैसे, 
रे४ ८१, खौर ९९०८१ 
“४ छे+4१-०४ और छ,८१०२ 


र५५ 


३-२ कुछ विशिष्ट छदाऐ--- 
(१) यदि क कोई परिमित राशि हो, तो खुदा क "5८१ 
मदन छेकरै क्प्छ 
अर्थात्‌ किसी भी आधार पर १ की छेदा सदा शृत्य 
होती है। 
(२) यदि फ कोई राशि दो, तो क* ८ 
० छेकक पूरे हि न 
अर्थात्‌ किल्ली भी रादि की छेद्दा, उसी आधार पर, 
१ होती है। हि ५ 
(१) यद्वि क्> १, तो क” ८ ०२ 
हक छे+०० 55००, क>*ै 
(४) यादि क>१, तो क- २००० 
छेज०८ -०, क>र 
१३-३ छेदा के मूलभूत नियम-- वोजगणित से यद्द शञात 


हैं कि क, य, र इन ऊफिन्हीं भी तीन राशियों में धा्ताक- 
सियम (]8७93 0 00068 ) सदा सत्य होते है-- 


(१) कॉ<कर >फविकर) 
क्रय 

(२) करें "फीए 

(३) (को)र य-र 


श्षद 


इन्हीं तीन नियमों फे संवादी, तीन मूलभूत नियम 
छेद्दा के लिप भी सत्य होते है। 


यदि क, म, न, तीन वास्तविक्र (7०७) राशियां हों, तो 
(0) छेक़ (मे.न) ल्‍ छेड्म + छेकम 


् 


(२) छेक ( मर) लकऊुम- लेऊ्न 


(१) छेफ (मर) रू ने. छेकम 


१३३१ (१) यह सिद्ध करना है कि 
छेफ (मन) ८ छेकम श्र छेक्षन 
मान छो छेफ़म तय और छेद्न तर 
अय परिमापासुखसार मूक और नरक 
तो मन स्तकी,क्वरं ८ फरयेकर 
४... छेक् मन न्‍्य+र 
जछेक्म+खेफन 
अर्थात्‌ किसी दत्त आंघार पर दो राशियों के गुणन- 
फल की छेदा उसी आधार पर उन्हीं राशियों की छेदाओं 
के योग-फल के समर होती है 
१३.३२ (२) यह सिद्ध करना है कि 
छेक लि) स्‍छेक्म-छेपन 
मान लो छेकम न्‍"य और छेक्न ++र 


रण 


अब परिभाषाहुसार, 
मल्कों ओर न 5 के 
म्को 
तो ० -की-र 
ना करके 
« छे+ +ी -य- 
बन लक न यन-र 
््छेकम घ छेक्कन 
अर्थात्‌ क्रिसी दस्त आधार पर दो राशियों के भागफल 


की छेदा, उसी आधार पर, उन्हीं राशियों की छेद्दाओं फे 
विषोगफछ फे सम होती है॥ 


हैं 
उपप्रमेय १-- छऊ त हक >छेऊत 
डपप्रमेय २-- 
«, त्त&49+८द»... श 
्क्‌ पशऋकशच% 7) छित्त +छेऊ्थ +छेऊद्‌ + «े 


-(छेकप + छेकफ + छेकर + ***) 


१३४४ (२५) यह सिद्ध करना है कि 
छेक (म)७न छेकम 

मान छो छेकमर तय...» मच्छो 
तो (म)८(का)-कय 


२७८ 


«« छेक (मा) च्न.य 
नननछेस्म 
अर्थात्‌ उिसी दत्त आधाए पर किसी घातयुक्त संख्या 


वी छेदा, उस घात और दत्त आवार पर उस संण्या की छेदा 
क गुणनफल के सम्र होती हे । 


उपप्रमेय-- ० 
छक (ता थरदल,..)वनयकिकत + रखकथ+ल छेकद + ५५« 
१३:३४ अब्र यह खिद्ध किया जायगा कवि 
छक्‍्म रछेसम < छेकख 
मान लो छेस्म लय, छेकप 5 र 
अब मरखर और खन्नकों 
तो मन्‍्सरव-(करे) कोर 
«  छेकमन्टयर 
+ (छेतम) (छेकछ) 
यह खत, इस प्रकार भी लिखा जा सकता द्वै-- 


३ 
छेसम _ सम 
डेसम छेकज 
अर्थात्‌ यदि एक दी आधार पर दो संय्यांगों दी छदाएं 
ज्ञत हों तो उनमें से एफ को आधार मान कर उस आधार 
पर दूसरी खंय्या की छद्वा सी विश्चित पी जा सफती है। 


२५५ 


उपप्रमेय-- ऊपर के सच में, म> क रखने से 
छेफ़क ्छ्पक छड्ख 
परन्तु छे+क रू रै 
डॉ है न्छेयक *छिऊ्ख 


हे र्‌ 
कथवा छंतफ न >> 
कट लेफज 


१३०३ छेदाओं की सामान्य भणाददी अथवा वशच्छेदा 
घणाली-- हु 

छेदाओं की सामान्य प्रणाली में आधार १० छिया 
जाता है, और इस प्रणाली को सामान्य भ्रणाढी अथवा 
वृशच्छेदा मणाली (0०राता 89809 0 082४ पगछे 
कहते है। आधार १० पर संख्याओं की छेदाएँ विध्चय कर, , 
ये सारणी के रूप में एफन्र फी गई है। यह आधार १० आयः+ 
लिखा नहीं जांता, केघछ मान लिया याता दै। इन सारणियों 
की सहायता स किसी भी संख्या की छेदा सस्ता से 

श्चित की जा सकती हैं; विलोमक्रम से यदि किसी भी 

संण्या की छेद्ा ज्ञात दो तो चद रूख्या भी निद्चिचत फी जा 
सकती दै। + 


१३-७५ छक्षण (09७&72४08:2870) और दशमिकांदा 
(ए॥797॥888)-- 
छेंदा क अनुकछ (70687%) भाग को उसका लक्षण 
और दपमिश् (६४७ंग्ा)) भाग फो उसका दृशमिकांश 
। 


के 


फहते 


रद्द० 


यदि किसी खंस्या की छेदा ऋण दोते हुए अंशतः 
अश्ुक्छ और बंशतः दशमिक हो, तो दशमिक भाग का 
उपयुक्त प्रफार से रूपांचर कर सदा घन रखा जाता हे। 
अतः किसी भी संण्या की छेदा का दशमिकांश सदा घन 
द्वोता है । 


उदादरणार्थ-- यदि किसी खंण्या की छेदा -४-४५६१ दो, 
को उसे (-५+'५७३९%) अथवा संक्षेप मं ५-७५७३९ लिखते 
हैं। छक्षण के ऊपर की रेखा यह दर्शाती दे कि लक्षण ही 
ऋण है छिन्तु दशमिकांश घन दे। 


१३-०१ अब यह वतढाया जायगा कि किसी भी 
संख्या की सामान्य छेदा का लक्षण क्रेवछ निरीक्षण से 
फ़िस प्रफार लिखा जा सकता है। 


(१) प्रथम मान छो कि दत्त संख्या १ से वडी है। 
तो परिभाषानुसार १०१८१ >ञ. छ१ृ८० 
१०१ -- ६० <.. छे१०७ २ 
१०१८०१०० «४. छे१०००२ 
१३०३१२०१००० ..  छे १०००--ह३े 
इत्यादि 
इसलिए १ और १० के बीच की किसी भी संद्या की छेदा 


० और १ फे चीच होती है। अत्तः उसकी छेदा दृशमिक 
पिक्त दोत्ती है और उसका लक्षण शन्य होता है। 


श्द्र्‌ 


१० और १०० के वीच की फिसी भी संय्यां की छेदा 
१ और २ के दीच द्ोती है; अतः उसका छक्षण १ होता 
ह् 

इसी प्रकार १०० और १००० के बोच की किसी भी 
संख्या की छेद्दा का छक्षण २ द्वोता है। 

इसलिए नियम यद्द है-- १ से वड़ी किसी भी संख्या की 

» छेंदा का छक्षण घन, और डस संख्या के मशुकछ भाग फे अंकों 

(7805) की संख्या से १ कम होता है। 
उदाहरणाये-- ३९७-७ दे अजुकल भाग में हे अंक हैं, अतः 
उसकी छेद्ा का लक्षण २ है। इसी प्रकार छे ५०.१, छे २११३ 
छे ३१५५ के लक्षण ऋमशः १, ०, 3 ६ । 

(२) अब, मान लो कि दच संण्या १ स छोटो है। 


सो परिमायानुसार १०९८१ ४... छें १८८० 
स्ग- रत, | छेहल-१ 





१००३ -- रा +5२*००१, .. छे *००१८६ “हे 


इत्यादि 

१ओऔर «१ के वीच की झिसखी भी सेब्या की छेदा 

० और -६ के बीच होती है; इसलिए यह छेद (-१+ कोई 
दृशमिर) के सम द्ोती हैं; अर्थात्‌ उसका लक्षण १ द्वोता है 


श्ध्र 


-१ और “०१ ऊँ वीच की ऊिसी भी खंखझ्या की छेदा 
->१ और -२ के दीवच होती है; अतः यह छेदा 
(-२९+ कोई दशमिक) के सम होती है; अर्थात्‌, उसका लक्षण 
रे होता है। 


इसी प्रकार, “०१ और ००१ के दीव की।किसी भी 
संय्या की छेदा का रक्षण ३ होता दे । 


इसलिए नियम यह हैं-- 


१ से छोटी क्रिधी सी संय्या की छेदा का लक्षण ऋण, 
तथा संख्यात्मक दृष्टिस, ददामिक बिन्दु के पश्चात्‌ आन वाछे 
न 2 2 
शुम्यों की संख्या से १ अधिक द्ोता है। 


डदाहरणथे-- छे-9 १२८,छे०००२६८१, छे'०४६२, छे.००९०२ 
के लक्षण ऋमणश+: २, ४; ३, ३ हैं। 


/ 


२६:५२ अव दृशमिकांश सम्बन्धी एक प्रमेष सिद्ध 
किया जायगा। 


५. _यदिं वो संस्पराओं के अंक एम ही हों जीर एक दी क्रम 
में हों, तथा उनमें केवल दशमिक्त विन्दुओं की स्थितियां मित्र 
हों, तो उनकी छेदाओं के दशमिकांश एक ही होते हैं । 


मान झो के सौर स ऐसो दो संय्याएं है जिनके अंझ 
एक ही हे और एक ही ऋम में हैं और जिनमे केचछ 
दृशमिक्त विन्दडुओं की स्थितियां भिन्न हूं । 


श्द्श 


२० यौर १०० के वीच की फिसी भी खंय्या की छेदा 

१ और २ के बीच होती है; अतः उसका छक्षण १ होता 
द्दै। 

.. इसी प्रवार १०० और १००० के यीच की किसी भी 
संझण की छेदा फा छक्नण २ द्ोता टै। 
... ईसलिए नियम यह द्वै-- १ से बडी किसी भी संस्या की 
छेदा का छक्षण घव, जीर उच्च संज्या के अज्जुदछ भाग फे अंँझो 
(पं89) की सं|्या से १ कम होता है। 
उदाह्रणार्थ-- ३९७-३ दे अनुकूल भाग मे ह संक हैं, अतः 
उसकी छेदा का लक्षण २ दै। इसी प्रकार छे ५०.१, छे २१२३ 
छे ३१५५ के लक्षण क्मदाः १, ०, 3 हैँ। 


(२) अब, मान लो के दच संख्या १ से छोटो है । 


तो परिभाषानुलार १०९८१, «४... छे १८८० 
१०१ * रद नर, - छेशल-रै 
(्णा* न्क्बर बज०ै, «. छे ०१८०-३२ 
१००० -- जल ६०००१, ». छे ब्०्ण्टेऊ “रे 


इत्यादि 

२ और के बीच की किसी भी संख्या की छेदा 

० और -१ के बीच द्ोती है; इसलिए यह छेदा (- १+ कोई 
दृशमिर) के सम होती हैं; अर्थात्‌ उसका छद्दाण १ द्वोता है । 


शद्र 


“१ और ०१ के चीव की किसी भी संख्या की छेदा 
-१ और -२ के बीच दोती है; अतः यह ऊेदा 
(-२१+ कोई दशमिक) के सम द्वोती है; अर्थात्‌, उसका लक्षण 
हे होता है। 

इसी प्रकार, ०१ और -००१ के वीच की (किली भी 


संब्या की छेदा का लक्षण ३ होता है । 
इसलिए नियम यह है-- 

१ से छोटी झिल्ली भी सेय्या की छेदा का लक्षण ऋण, 
तथा संस्यात्मक इष्टिस, दृशमिक बिन्दु के पश्चात्‌ आन वाछे 
शूम्यों की संख्या से १ अधिफ द्ोता है। 
रदाहरणार्थ -- छे-०१२८,छे-०००२६८१, छे-०४६२, छेः००९०२ 

के लक्षण ऋमशर ३, ४, २, ३ हैं। 


१३-५२ अव दृष्ाभिरांश सम्बन्धी एक प्रमेय खिद्ध 
किया जायगा | 


यदि दो सेख्याओं के भऊ एऊ ही हों और एक दी क्रम 
हों, तथा उनमे केवल दृशसमिऊ विन्दुर्भों की स्थितियां मित्र 
हों, तो उनकी छेद्ााओं के दशमिकरांश एक ही होते हैं । 


मान छो के और ख ऐसी दो संख्याएं है जिनके अंक 
एक दही हैं और एक हो ऋम में हैं ओर जिनमें केचछ 
शमिक विन्दुओं की स्थितियां भिन्न हैं । 


रद्रे 





५ 8 __+ /४८९२' 

छे००४८९६ के (4६ ) 
सन्‍छे8८९२-छ१०१ 
आरेनदेद९५- ६ ३६८९५ 

(छे 8८६२०० + छे(४८९२ ८ १००) 
ऋछछिछ८९६२+ छे१०० 
सत्गेन्‍द८९ए०५ + २८-५०६६०९०५ 


इससे यह स्पष्ट है कि ७, ८, ९, २ इस क्रम भे इन्दीं 
को द्वारा वनी संण्याओं फी (जिनमें दशमिक बिन्दुओं की 
स्थितियां भिन्न २ है) छेद्ाओं के दशमिकांश एक दी है । 
विद्यार्थियों को ध्याव में रखना चाहिए कि ऊपर दी हुई 
प्रत्येक संख्या की छेदा का लक्षण गतानुच्छेद के नियमों 
के अछ॒सार तुरंत निकाछा जा सकता है । 

१३-९६ केदाओं और प्रतिच्छेदाओं (70897 08) 
की सारणियाँ-- 

, कैसछ की छेदाओं की सारणी से १ से छेकर १०००० 
चक की किसी भी संख्या .की छेदा निश्चित की जा सकती 
है। इन सारणियों भें दशमिक विन्दु न देकर चार अंको तक 
शुद्ध दशमिकांश दिए्ए गए हैं। अनच्छेद १३-०१ मे दिए. 
मियमों के अज्गुलार उनके लक्षण निकाले जा सकते है 

१३.६१ उदाहरण-- छे “२३८७ निकालो । 
मनरक्षण से छ “२३८७ का छक्षण रे है। 
«« छे “१३८७०६+छे २३८७ का दशमिकांश 


न्द५ 


तो ख न क.१०में 
(जददां स धन भथवा ऋण कोई पूर्णाक हे) 
छेखछे (क १००) 
छे क+छ १० 


न्न्ह्ट्रे क+ स बडे २० 


छेक+स 


ए्‌ 


। 
हद द 
" छंख-छकतन्स 
इस प्रकार छेख और छेक में केघछ एक अनुफल सर्धा 


का ही अन्तर है। अतः, उनके द्शमिक्नांश एक दी दे | यद 
इस उदाहरण से अधिऊ स्पष्ट दो जायगा । 


मान लो छे ४८९२ >३-६८९५ दिया गया दे । 


तो छे ४८९०५-छ 
न्छे ४८९२- छे १० 
जमे ६८९५-१५ 
>२*दंदरुण्‌ 
सी प्रफार छे ४०८९२ ््ब्ब ला 
ज>छे3८९२-छु१००० 
++३०१८९५ - है 
>०-देटरुप 


रद्छ 


छे-००४८०२ के (८६) 


ननछे2८९२४-छ१० ९ 
ब्नदे'दे८९५- ६ * ३६८९५ 

<छे ४८९,२०० + छे(४८९२ २ १००) 

रे जछे४८९२+ छे१०० 
स्देनदट०७५-+-२८५-द८०५ 


इससे यह स्प्ट है कि ७,८,५, २ इस क्रम में इस 
अंको द्वारा बनी संख्याओं की (जिनमे दशामेक बिन्दुओं की 
पस्थितियां भिन्न २ है) छेद्मर्भो के दशमिकांश एक ही है । 
विद्यार्थियों को ध्यान भें रखना चाहिए कि ऊपर दी हुई 
प्रत्येक संप्या की छेदा फा लक्षण गताहुच्छेद के नियमों 
के अम्नसार तुरंत निकाला जा सकता दै । 

१३-०६ छेदाओं और भतिच्छेदाओों (8080890४ज8) 
की सारणियाँ-- 

, कैसल की छेदाओं की सारणी से १ से लेकर १०००० 
तक की किसी भी संख्या की छेदा निश्िचत की जा सकती 
है। इस सारणियों में दशमिक बिन्दु न देकर चार अंको तक 
शुद्ध दशमिकांश दिए गए हैं। अनुच्छेद १३-५१ मे दिए 
नियमों के अज्लुखार उनके लक्षण निकाले जा सफंते हैं । 

३.६१ उदाहरण-- छे "२३८७ निकालो । 
सनिर्सेक्षण से छ “२३८७ का लक्षण हे है। 
«« छे “१३८७० २ +छे २६४८७ का दशमिकांश 


श्द५ 


छेदा सारणी में प्रथम स्तम्म (००णाए) में २३ और 
शीपपंकित (00 7०) में ८ को देखा जाता है; जिसले २३ 
की रेखा में ८ के नीचे ३४६६ मिलता है। २३८७ के चतुर्थ 
अंक ७ के लिए अन्तर स्क्रम्म (का878708 000्णाएण) का 
अधछोक्न किया जाता हैं। उसमें ७ के नीये २३ की रखा में 
१३ दिया है। अब इस १३ को ३७६६ में ज़ोड दिया जाता 
है। योगफल ३७७९ ही अपेक्षित दशमिरांश है। 


छे "२६८७ > १.३७७९ 


डदाद्रण-- (१) के -०२८७ (२) छे ६८६६ 
कौर (३) छे २५.४० निकालो। 


१३-६४ कई चार, दी हुई छेदा से उस छेदा बाली 
संण्या को निकालने का विलोम (००77४780) प्रदव पूछा 
जाता देँ। यद्द प्रतिज्छेदा सारणी की सहायता से निकाल 
सकते हैँ। 


डदाहरण-- बह संख्या ,निकालो जिसकी छेदा 
२२८६२ छो। 

यहां दश्धमिक्रांदा 5 -२८६२ 

प्रतिच्छेदा सारणी में “२८ को प्रथम स्तम्भ में; भोए 
६ को दरीपपंकित में देखा जाता है। -२८ की रे मे ६ के 
नीचे १९३९ फमछता है। दृशभिरांश के चढुथे अंक श के 
लिए भंतरए-स्तस्म का अवलोकन किया जाता है। यद्दां “२८ 


रद्द 


की रेखा में ्प के नीचे १ मिलता है। इस अंतर का श९३३२ 
में योग करने से १९३३ मिलता है। इसलिए दुद्यामिकांदा 
"२८६२ वाली संझ्या १९३३ है। परन्तु दत्त लक्षण २ है। 

+॥ै$: 


अतः द्ामिक विन्दु तीम अंको के पदचात्‌ आयगा। 
इसलिए अपेक्षित संब्या १५३५३ है। 


उदाहरण-- (१) १:१७६२ (२) “८५०१ 
और (३) ३-४ छदाओं वाली सख्याओं का निधचय 
छरो। 


१३७ अत्रिकाणमितीय निर्पक्तियों की सारणियाँ-- 


० से ९०” तक के एक-एक कला से बढ़ाए गए, 
खब कोण की ज्या, कोटिज्या और स्पर्शज्या की सारणियां 
बनाई गई हैँ | इस प्रकार की साराणियों को क्रमशः प्रारृत 
(7४प्राथ) जया सारणी, प्रात फोटिज्या लाएणी औौर प्राकृत 
स्प्शज्या सारणी कद्ते हैं । 


कभी-कभी जिक्रोणमितीय पदंदरतियों की महाँओं 
का निइयय करना पहता है । 


द्य 2... ज्या२०१३५ २ कोल्या५५४४० 
उदाहरणाथ, यत- 7 झदइइब्शछ 7 
*. छयस्‍्छे ज्या २०१३५'+छे कोज्या ५४२४० -छे स्प ३४९२१! 


रद 


जिक्नोणमितीय निष्पत्तियों की कछदाओों का मिदचय 
करने के लिये, पहिले इत निष्पत्तियों की अईस्य प्राकृत जया, 
कोरिज्या और स्पर्शज्या सारणियों से निकालनी पढती ४५ 
पदचात्‌ इन अर्दाओं वी छेदाएं छदा सारणी से निक्यत की 
जाती है । इस दुग॒ने परिश्रम से बचाने के लिए, ०" से ९० 
वक के सय कोर्णों की जिकोणमितीय निष्पतक्तियों की छेदाओं 
को मिद्चय कए उनकी पृथक्ू सारणियां चनाई गे हें। इस 
भ्रकार की सारणियों को छेदा प्या खारणी, छूद्ा कोटिज्या 
सारणी और छेदा स्प्शज्या खारणी कहते ६ । 


१३-८ खसंण्यात्मक्ष गणनाओं (ठशेठ्गकराणाएओं में छद्ार्मो 
का प्रधाव डपयोग यह द्वोता है कि व सुणनफर्लों का योग 
मे और भागफलों का प्ियोग मे रूपांतर कर दते हैँ। इसके 
आतरिक्त, घ ऊिसी सण्या को घातांक द्वार उच्चयन परे, 
अथपा उसका सूल निकालने को हछिष्ट विधाओं का क्रमशः 
गुणा और भाग में रूपाँतर कर देते हैँं। यह निम्नल्ठेखित 
उदाहरणों स॒ स्पष्ठ हो जायगा । 


सदादरण १-- ८३२३ के १२ ये मूछ की अर्हा स्थल से 
सिकाछो | 


मान लो यरू (८३-२४) 


न 
श्र 


हा 


यरः नस 


भ्च्द 


छेदा सारणी से, 
छे ८३-२४ ८ १-९२०३ 
हक रे 
हर यर-- 2८१०२ 
कह म करे 
मन ७४ए लगभग 
प्रतिच्छदा सारणी से, 
"१७४६ न छठ ११७२५ 
« छे यन्‍न्‍छे १४०७ 
अथवा यच्श्छशण 
डदादरण २-- 
32] प्र उउन्ता 5 ? 
(५०ण्>%रण प्‌ 
एछ३च्प्रग्झूद की अह्या विकालो। 
मान छो अपेक्षित अर्दा य दै; 
४ (8, 2 | 
((६३) 2८ (१९) 
५८ 000 48 हि 
5 छि(५०)०+छे#शेरे-छे (६७३ ९-छे(९)४ | 
शा १० हल 
गन + रब बल दब 
पिछे ५९ देछेण९ -श्छे ९३ छे१९] 
छेदा-सारणी से, 
छे ५९ *१-७७०९ 
छे ७२२८ १०८९७३ 


अतः छे यू छे 


रद 


छ५5३-१-२५६८५ 
छे१९५ +१६०२७८८ 


', छेयर घ [(७2६ (-9७०९) + (| * (०८५७३) 
-(३३८१-२६८५) - (्‌ >१-९७८८)] 
के ५ 2 ६-५२१८९ 


धूम रप०५८ लगभग 
>छे२०९२ प्रतिच्छदा सारणी से. 
४. य २००९२ 


उद्दाहरण ३-- सिद्ध करो कि-- 
ष्छेर्‌ +रहे -छे३+३छे 3 >छे ३ 


कक (२) के हि“ (३) *मही 


(६) ६३) (&) 
ध्ज् ब 


२७5० 


नए) 


डरे 
जद] 
८छ३- दक्षिण पक्ष 
अन्यथा 
धामएक्ष "९७ (ह६7)+ २ के (२०३) _.े ब) 
+ डेछे (इन) 


“५ छे4 +छे२-२छे ३) 
+ह (रछे २+छे ३-२छ ५) - (छि३-छे५) 
परे (४छ३-४छे २-छ ण) 
>छे ३ दक्षिण पक्ष 


उदाहरण ४-- आधार ७ पर ३७ की छेदा मिकालो । 
अजुच्छेद १३-३४ से, 
छे,३७ > छे, , ३७ ५८ छे २० 
छे, ३७ . 7 


न्छे 


॒ 





“६६८५ हर 
नि छेद्यासारंणी से 





४ #१:४०६ 


छुपे डर जज 
उदाहरण ५- समीकरार कूरृल्म+र १०४९ का स्पृंछ रूप 
से साधन करो | 


दोनों पक्षों फी छेदाएं छेने पर, 


बेयछे ३० (पयन+-१) छ ११७(य- १) छे१० 5 (य-१) 


हल: -छे११ 
१+ २छे ११ - ३छ३ 
हि १-१००४१४७ 
१+२०८३२८-१०३३१३ ऊेदासारणी से 
००३१४ हु 
+ इद्दरु५ 5 के 


ज+ -*०२५०७ लगभग भ 


१३-६ अजुपाती भागों का प्रनियम (एलांजलंए|४ रण 
ए970000४#0799 99768)-- 


छेदा सारणी ले चार अंकोंकी किसी भी सेण्या पी 
छदा नेकाल सकते हँ। परन्तु, मान लो २५६३ और 
२५६४ के बीच की किसो संस्या की छेदा मिक्रालनी है. 


न्‍ 


रजरे 


उदाहरणाथे, २५६३-०६ की छेदा निकालनी है। ऐली दद्ा में 
अज्ञपाती भागों के प्रनियम का प्रयोग द्वोता हैं; इस प्रनियम 
का यह अर्थ है कि किसी संख्या की वृर््धे उसकी छेदा क 
अनुपात में द्ोती है । 
थे उदाहरण इस प्रनियम का धयोग दर्शाते हैँ। 
उद्दाहरण १-- छ ७२*३५७ निकाछो ) 
प्रथम ७२४५ और ७२५३६ दी छेद्गएं निश्चित वी जायेगी | 
छदालारणी स, छे ७२४६७ ३*८५९५ 
छे ७२३५ ३२३०८५९४ 
> छे ७२४६- छे ७२३७ ५६ ०*०००१ 


इसलिए जब खेंख्या में १ की इद्धि होती है, तव उसकी 
छेदा में ००००१ की चाद्दि दोती है। अतः, भछुपाती भागों के 
प्रमियम से, संस्था में ७ की बुद्धि के छिये, उसकी छेद! की 
चूड्धि, १७२६ ९०००१०-*-००००७ होगी । 
; /“. छ ७२५३५०७--२*८५९७ +*००००७ 
ह कि हहदेन्ट५९४७ 
हि ४. छे ७२३५७ *१०८५९४७ 
“बदाहशण २-- यदि कोज्या ३१*२३'७--८५५३ हो और १! 
के लिए अंतदर+-०००१७ हो तो कोइया[ ३१९२३”४०” निऋालो | 





१! अर्थात्‌ ६०" के लिए अंतर*००१७ 
गन छत 
“४ ४०” के छिए अंत्तर 5 हब 4००१७ 
+-*४०११ छगभग 


रेछरे 


होती है 


(१) 


(१) 


(३) 
(2) 


(५) 


फ्योंकि फोण की वृद्धि के साथ उसकी फोरिज्या न्‍्यून 
१ 
अतः कोज्या हे१* २३४० ८-+८णणु३े--४०११ 
ब्ल््ट्ण्छरे 


प्रदनावलि १८ 


यदि छे ७८८४५१ और छ १५० १०२७८८ तो 
(कफ) छे १-३३ 
(ख) छे २४००१ 
(ग) छे ५ ४ रह 

और (घ) छे १ «४ 5०३६६ निश्चियत करो। 


'>->-.-.5 ड़ 

"०८५, २००५, “००००३,  *“इचरुढ और (५२४७७)? 
फी छेदाओं के लक्षण कय्य हैं ! 

०१७५६ का ०*०८०२३ से गुणन और भाजन करो। 
(क) ३३०३ » ००९१२ )८ ९०२२ और 

(ख्) <*३५७ > ११-४३ * "५२०५ 

+ इपररुबरश 

की अर्हाप निकाछो | 
इनकी अर्हाद मिकाछो-- 


को (०३६)'०, (हु/ुर) » (५९७१५ 
जे) (८), (२७)६, (.०००१२१)३ 


२७३ 


(६) सिद्ध करे । 
(क) ७छे 3: +५छे .+++३छे £“+छे २ 
४. (इलाहाबाद १९३० 
(ब)७छे २ “रे २६ +२छे 2१-छे ५ 
[करूऋझतता १५२३० 
(७) उपसन्न अहाए निकालो । 
(को (२३०५) १ २ (५२३) १ हि 
का) ३- (० ३५२)*९ [मद्रास १९४२ 
रे +&/कर उाउअकढा 4 
की 
४४५६ ! ४द्टर 


(ख) 


(ज्या ७०९३३/)ै (स्प ४००५०१ 
(३३३३) र फोज्या ५०९४ 
(८) छ.८<९, छं:.०८, और छे, ५,५३९ निकाछो ।' 
(्‌ | ) यदि छि $० + * ख, तो छे, न्ण्फर और के. ००१ 
निकालो । बिंचई १९०१ 
(१०) किसी भी छेदा भणाली का 
(क) आधार २ से आधार १२८ में 
(ख) आधार हे से आधार ८१ में 
(गे) आधार ४९ सेट आधार ७ में परिवतेन करने 
चाले गुणक (०0०([0497७) निशचय करो। 


रद 


]॒ 


(११) 


(१२) 


(११) 


(१४) 


(थ) (१) २५१ और (२) ३*९ में अंको की संख्या 
निकालो। 
(आ) (१) २९९६ और (२) ३४०१ मे प्रथम सार्थक 
अंको की स्थिति चतढाओ।] 
इन समीकारों को स्थूछ रूप से सिद्ध करो-- 
(१) छगय -९ (७१) +१४--० [भाँध १९३३ 
(४) जला बल छरयेव १ 
(२) शूसें-१ ३२४१ श्य-र  छर--९, 
यदि. छे ९६७१८७६३-९८७१ & 
, और , छे ९६७२०८३-०८७२ 
तो भज्नपाती भागों के प्रनियम का प्रयोग कर 
छे (५६४१८)३ नित्राछो। 
दि रुप ५१९६८ १-२३०३ ओर स्प ५१०७४-१"२४० 


तो अजुपाती भागों के प्रनियम का प्रयोग फर 
स्पा ५१९६२५ की अर्हा निश्चित करो। 


ड़ 


२७६ 


चौदहवां अध्याय 
4 


च्रिक्ुज़ों का निर्धारण 


१४०१ ब्रिभुन की अजाओं और कोणों को उसके 
अवयवच (०७०78) कहते है। रेखिफी से यह ज्ञात है कि यादे 
किसी त्रिभुज फे तीन अवयब दिए गए हों ,और उनमें कम से 
कम एक अजा हो, तो उस विभुज की रचना की जा सकती 
है। इसी प्रकार यदि त्रिद्रज के तीन अवयब दिए हों और 
उनमें कम से कम एक अजा द्वो तो उसके शेष तीन अवयव 
त्रिकोणमिति से निश्चित किए जा सकते हैं। इस विघा को 
चिभुज का निर्धारण कहते है। 


पहले की भांति इस अध्याय में भी किसी भी पिभ्ुज 
कसग की भ्ुजाएं का, छा, गा जीर उसके कोण क, ख, ग 
से दर्शाए गए हैं। 


पहले, रूंच कोण चिम्॒जों के, निर्धारण पर विचार 
22०22 5. 258 
किया जायगा। आने वाले अज्॒च्छेदों में ८ग लम्बकोण 
लिया गया है। 


बे 


१४७ दुद्घा ई-- दो झ्ुजाओं फे द्ऐ जाने पर चिझुज 
का निर्धारण करमा-- 
(१) भान छो, भजाएँ का, खा दी हुई हैं। 


कट 
न] खा 
ख़ का गर 
आ. १४.१ 
स्प्क सर जज 


» छेस्पकन-छेका-कछे खा न 
पकयोंकि का और खा भज्ञाएं दी हुई हैं, अतः छेसप के 
प्राप्त होता है जौर इसलिए क शात किया जा सकता 
और अब, कौण ख, संबंध 
सखत९० ४ -क, 
से ज्ञात किया जा सफेता है । 


० री ५. ४,८०५: 


कणे गा निम्नालिसित छिसो भी सर्वंध से निर्चिचित 
किया जा सकता हे-- 


जद 


मार... गार -...... अथवा, गा ४कार + खा 
ज्याक ज्यासख $ 


5, | आफ » अजब पक म हर 
परन्तु संवेध, गा ४क्ार + झार, छेदाओों की गणना 
के लिए अनुपयुक्त है; अतः गा निश्चित फरने के लिये 


गा ८-५० अथवा गार -५ ५ संबंध का प्रयोग फरना 
बटन मय 3 

ज्याका ज्याज् न 

डीक दोगा। 


(२) मान लो कणे गा भोर एक भुज़ा का दी हुई हैं. । 
आहूति १४० देखो । 


संबंध ज्या क * हि से कोण क निम्मचचयय किया जा 


सकता है । 


(इस सभीकार को और आगे के सब समीकारों को 
सारणी की सहायता से सिद्ध करना पढुता है ।) 


फोण क ज्ञात द्वो जाने पर, फोण ख>(९०९-क) भी 
छात द्वो जाता है। 


निश्चलिखित फिली भी संबंध से मजा खा निश्चित फी 
ज्ञा सकती दै--- 
खा ल्‍गा.ज्या ख, अथवा खा 5 का.कोस्प क 


अथवा खा 5 ४गारे - कोर 


श्ड्य 


१४ २१ दुशा २-- एक स्यून कोण और एक मुजा के 
दिए जाने पर भिभ्ुज का निर्धारण कश्ना-- 





(५) मप्त हो, 
के कोण क और भुजा 
खा दिए छह । 
की ह 
- झप॑ कीण ख सर्वध 
2 3] ख र ९०९० >> क 
दा च् कमा - सेजशात ोता हे है 
आ १४२ 
संबंध फा खा स्प क से भजा फा जानी जा सकती है। 
की श्वा हि पउ 
गाल से कणे गा ज्ञात होता है । 
संबंध गा 5 जज्पा के जात द्वोता है 


(२) मानणों फोगण के भोर कणे गा दिए हैं-- 
साक्ृति १४:२ देखो। 
पहले की भांति कोण ख संबंध 
ख + ९००-क से ज्ञात होता है। 
संबंध खा + गा. कोज्याक 
का गा. ज्याक से भुजाएँ खा और का ज्ञात 
दोती है । हि 
१४०४२ ऊचाई ओर दूरीयों (अध्याय १५) के निर्मेय 
सिद्ध करने के लिए छेबफोण परिभुजों के निर्धारण के ज्ञान की 
आवश्यकता दोती है। 


क र८ट० 


१४*२३ उदाहरण-- यदि जिभज कखग में रेखा कच 
आधार खग पर रब हो, और / ख- ६०“, ८ग ४०० और- 
न्‍ 
कच 5५ हों, तो खा और गा निश्चित करो ! 


क्‌, 


८) कर 
ख चच ग 


आ, १४०३ 
“5 कचग भें, 
ज्याग ८ चि है 
कंग 
हम 
अथचा ज्या ४५९ <- क्वा 
“« खा ५०४ 
“ कखच में, 
ज्या ख् गच 
फख 


अथवा जया दै०९- 
गा 





». गाज. २०४३ 
४३ रु 


डदाहरण २९-- यादे त्रिभुज फखग में, कः-९०९, खा ४९७ 
और गा ६-५ हो तो त्रिभुज का निर्धारण करो । 


ख 
बडी, 
स्प घना 
यु 2५ 
६-5 
_४५ 
ग हऋृपाणकऋ न्य्र 


भा, १४०४ 


छे स्प खन्‍छे ४५-छे ६० हि 
८ १"देण३२-१०८३८८,  छेदासारणी से 
न्‍ः >ह८द५६ 
ब| १८१३७ 
छेद स्पर्शाज्या सारणी से, 
छे स्प ३३९१७ - १-८१४५ 


श्र 


“  खन्‍नरेरे७ छगमग 


“ गरू९ए०-ख 
जू+६०९ - रेड 
न५६०३ लगभय 
५ खा 
पुन पाान्याज : ५ 


अथवा का 5 झ््या 3३७ 


“ छेकानछे ४५-छे ज्या ३९७ 
*'देण३२-१"७३७५,. सारणी से 
ज्|न्‍्देण्‌३२+१- ७१७५ 


न्नश्णछ ॥ 
स्छे ८२१५... प्रतिच्छेदा सारणी से 
«कात८ २१५ 


अचनावलि १९ 


(१) फणग पक्ष ढंव कोण विभज है, जिसमें गे 
छैवकोण है । यदि फार१२, खारर३े४२, तो 
बिभज का निर्धोएण करे । 

(२) & कफखग में, क+९०", खा “४०, गर१५' तो 

का भौर गा भुजाएं निद्दिवत करो | 


श्द्रे 


(३) यदि & कखग में, ग९०*, खानू४-३े, और 
गार-८-द दो तो त्रिम्रज का निर्धारण करी । 

(४) यदि 6 फणग में, ८खन्‍ूवे०', /गर४० और 
खग भजा पर खींचा गया लेंब कत्र 5% पाद ता 
कस, कग, कच और गच की लेबाइयाँ निकालो। 


१४-४२ भव बिभुजों के निर्धारण पर विचार किया 
जायगा। 

यह तो ज्ञात दी है कि यदि किसी त्रिमज के तीन 
अबयब दिए हों, जिनमे फम से कम एक भुज़ा दो, तो 
उस त्रिमुजञ का पूर्ण रूप से निर्धारण हो खफता दे । ये तीन 
अबयब चार प्रकार से दिए जा सकते है--- 

दद्या ई-- तीन भुजाएं 
दशा २-- दो भुजाएं जौर उनके वीच का फोण 
दशा ३-- एक भुज्ञा और दो कोण 
दशा ४-- दो भुजाएं और उनमें से एक के सामने का 
कोण 

जब जिभुज के केव्छ तीनों, कोण दिए रहते हैं। तो 
जिप्न॒ज का निर्धारण सम्भव नहीं होता। इस दशा पर, पृथक 
रूप से, अनुच्छेद १४८८ में विचार किया गया है । 


१४-७४ दशा १-- &फरखग की तीनों मजाएं दी गई हे। 
क्योंक्ति, का, खा, गा ज्ञात हे, अता राशधियां- 


सा [ न) (सा-का), (सा-खा) और 


* (सा-गा) भी ज्ञात दो जाती है। 


ब्टड 


अब सर>+/ (वा -> खासा - गा) 
ड् दाइसा- का) 


क > 5! न ह 
, “छेस्पर *२ जिला खा)+ छे [सा -गा) 


>छे सा -छे(सौ - का) 
इस समीौकार से न ओऔर इसलिंप्ट क, सारणी की 
खद्दयता खे, निदिदय्त किया जाए रूऋता दे! 


कप 


कि ख जप हम 
इस प्रकार, ख, स्प्ड के खूम से आर ग, , सूम, 
दर; 
ग१८०९-क >ख से निश्चित किए जा सकते दें । 


फर्योक्ति ज्या अरूज्या (१८००-अ) अतः किसों दो हुई 
जया वाले दो कोण होते हैं और व परस्पर ऋजुपूरक द्वाते 
हैं। इसलिए ज्या के सूत्रों से निश्चित किए गए बिभुज के 
अधेकोणों फी अर्दाएं सन्दिग्ध होती हैँ ओर इसलिए कोणों 
को मिशइचय करने के लिये इस सूत्रों का प्रयोग नहीं क्रिया 
,जाता। हर 


परन्तु अधेक्रोणों की कोटिज्या के रत्नों का योग किया 
जा सकता है। 


+ 


जैस, कोज्या 5-,९/ मे (सा - का) 
२ खा गा 


२८५ 


बौरफोज्या  0/५लानखा _ 
झ गा, का 


५ 


अतः इस सता फी सहायता से _ और -, बिता किसी 


+ 


घानन्‍रग्घता के शांत 7१णए जा सफत दे | 


परंतु इन सूयों के प्रयोग में सा, (सा- का), (सा - खाए 
का, सा, और गा इन ८ राशियों की छवाएँ निर्दिचत करनी 
पड़ती छू, ज़र कि संवादी स्पश्ज्या के सूप्रों के प्रयोग में केचल 
सा, (सा - का), (सा- या) और (सा- गा), इन खार राशियों 
यी छेदाओों का मिदयय करने की आवदइयपाता है । 


इसलिए यदि तानों फोणों का निदयय करना हो तो 

स्पद्नोज्या के सूत्रों का ही भयोग करना चाहिए; और यदि 

केवछ एक दी कोण तिश्चय करना है तो कोटिज्या और 
स्पर्शज्या के सूचों में से किसी का भी प्रयोग कर सफते हैं। 


9 


” फकोटिश्या नियम से भी कोण मिर्चय विय जा सकते है। 


इस प्रकार, 
खार +शार - कार 


कोज्या क नर इक्षान्ा 
बीज गा* +फा" -खार 
'कजग श्गा.करा ह 


परन्तु ये सत्र छेदा-गणना के लिये उपयोगी नहीं हैं ओर 
इनका प्रयोग तेभी करना चाहिये जब का, खा और गा 
छोटी संख्याएं हा ! 


श्द्द्‌ 


१४-४१ उदाहरण-- यदि 


“कक्षग में, का 55 ४७, 
खा - ५३ और गा म्न२े२, 


तो तीनों कोण निर्चिचत करो। 
] 

४8 

__ टै७+ समर ्रे२_ दर 

सा -का--६१-४७ ७१७ 

सा -ख्ान--६१- ५३ - ८ 

सा-गार६१- २२-३९ 


सा 


नि के '(सा-खा) त्ला-मा “>खा) (सा- गा) 
28 कप गा सा (सा - का) 


हि < ३९ 
६१०१४ 


+ छे स्फ्श्त्र छि८+छे३९-छे ६१ “छे २४) 
चल | ९०३१ +१-५९११ - १-७८५३ 
-१-४६१ |छेदासारणी से, 
| 
रह (-+४३७२) 


८७ 


मन “ बैै१द८ *5 है.७८१४ 
>ऊे स्‍्प ३१९! छेदा-स्पशज्या सारणी से 


कक ््स् णएठ्ः 
प दल ३११९, 








४ कर-६२१८! 
ख _. , /(सा- गा) (सा-का) 
घुनः, सप | २4/ ल [- का) 
उता, सप सा सा-खा) 
_-  /दिष्ज्रहछ | . पु 
2 है देश्ऋ८ 
के त्व ड़ जे डि ३९ + छे१४- छे६१- छेद] 


हम 

२ 
«है (६५६११+१०५४६१- ११७८५३ 
“४०३१ 


् डर (०४८८) ८०२४४ 


अब, छेद्ठा स्पर्शज्या सारणी से, 
छे स्प ४६९३६ ०२४३ 
और छे सप ४६९३७ --०२०६ 


»# छे स्पत्रूः छे सप ४६०३६ दौर छे सप ४६१३७ के 
दीच है। 


न्द८द 


>* दे की था ०६९३६ और ४६७ के वीच है । 
आन लो है +४६ रेप य 


सो य” के लिये अंतः <छे स्पट ८ छे सप ४६३९ 
ज०००२४४-- "०२४३ 
ब्+५०००१ 

और ६५” के लिये अंतर +छे स्व ४६९३७ 
-छे स्प ५६९३६९ 
*+००२४६-- ०२४३ 


च्+००छरे 


रख ्प्न्क 
«» >-*४६९३५/२७ 
डर दै ३९२० 
रा०३९१२४० 


»« भ्र१८००-क-ख 
सू१८०१- ६२१८८-९३९२५०” 
नम्२४8१२९/२०" 


श्८ट९ 


पद्नावद्धि २० 
(१) किसी जिभुज की भजाएँ <, १० और १२हैं, तो 
दिखाओ कि उसका मदचम कोण उसके छघुतम 
कोण का छुग॒ना है। 


(२) किसी व्रिम्ज्त की भुजाएं ७५३, ३७५ ओर ८७९ हैँ, 
तो उसका रूघुतम फोण निड्चिचत करो। 


[मद्रास १८९७ * 
(३) किसी पिभुज की भुजाएं २: ३: ४ अश्वुपात में दे; तो 
उस ब्रिभ्ुज का निर्धारण करो। 5 


(४) छिसी त्रिग्रुज को भजाएं ५७, १५ और ४८ पाद ६ 
तो सिद्ध करो कि उसका महत्तम कोण १२०" का हैं। 

विभज कणग का निर्धारण करो, 

(५) का+२२३, सा+र२५६, गाररेट८ट 


बे. - * ४३०१ ४३ 
(६) का दर्ज प्र्स्दा गएस८हु 
[वमारस १९३५ 


(७) कॉ<>२, खा ४दे +१, मार ४दि 





(८) का-३४०६६, खाः-४५-६६, गा 5 ५६-७८ 
भांध १९४६ 


घ्‌थ्० 


४०५ दशा २-- 6 कखग की दो झुजाएं सौर उनके 
चीच का कोण दिया गया ह्दै। 





आ. १७०५ 


मान छो, गा और खा भुजाएँ और उनके बीच का कोण 
क दिया हुआ है। मान छो दो भ्रज्ञाओं में खा बड़ी है । 


तो अनुच्छेद १०-६ से. 27855 कक ० 


रख खा-गा 
स्‍्प “ज्वच( 


कं ड 
खा मरा) फोस्प ३ 


6 छस्प “--# छे (ब्वा-गा)-छे (खा+यगा) 


छेस्फ सी 
कर न» (१) 


रण 


इसके थतिरिस्त जन 5 ० - ्ख हि 0) 





संवेध (१) और (२) से पा प्रौर स्स् 


आाप्त दोते है और इन मे योग और वियोग से फोण ख भोर 
कोण ग प्राप्त दोते 
फा _ खा 
ज्याक्॒ जया ख है 
अथवा, छे का> छे खा+ छ जया क-छज्या ख से का 
अज़ा निद्िचत फी'जा सकती दे । 


सून, 


हू 


संबंध, का* 5 खा३+शार- २ खा गा कोप्या क से भा 
फा भुजा निश्चित की जा सकती हे। 


पहले की भांति, जब घा ध्येर गा छोटी सण्याएँ हों, तभी 
इस खज्न का भयोग करता चाहिए | 


१४-५१ उदाहरण--- किसी चिभज की दो भुजञाएँ ७५ 
निष्पात्ति मे | ओर उनके चीच का फोण १०२ ३५ दे, तो 
उसके शेप कोण निहझ्ालो । 


ण्वा 
मान छो, (०८ और उनके बीच का कोण 
का+४१०२*३/ 8 जा 
9: ल्‍ 
तो स्प लि-ग_/७-५ १०२३६ 
रब (स्व) कोस्प ( छू ) 





बढ 


२९२ 


है मटर 
ल््ट्ू फोस्प ५१९८ 
लू स्प ३८०४२ 


“+ छेल्प पूछे स्प ३८४२-छे ६ 
# १-२०३७--७७८५ सारणी खे 


प्कश्रपु५... हे 


सारणी से, 
छे स्‍्प ७१३६! -ह३२५र और छे स्प७३७/ जरे-१रदर 


दि न ७३६ जोर ७३७ के बीच है। 


"मान छी, स्पा जद या है 
तो य” के लिये अनर +ह१२५५ -- ११२५२ ८-०००घे 
और ६०" के लिये अंवर +ह१२६२- रै-१५५२८८०००१० 


य ०००३ ३ 
दै० “.००१० पा रण 
यरर८ 


न, अत ७०३६६१८० भ.. «००० ) 





२ 
इसके अतिरिक्त मर ००९... 
२ 94 
55९०९ - प्र? श्टा 


ज््डेटछश «६०४० “३२ २) 


(१) और (२) क योग और वियोग से, 
खर-४६०१८१८ 
और ग--३१/७४२९ 


प्रदनावलि २१ 


4 कखग भें, हे 
(१) फा-२४२, खान १६४, ८गर्-५४" तो प्रिभ्ुज का 
निर्धारण करो । नागपुर १९४५ 
(२) कार३, खा २, ८गर-५३०७४८” तो क ओर ख 
को्ों का निश्चय करो ॥ [नागपुर १५४१ 
(३) यादि गा5"२१०, फका-११०, ८ स्व ८ ३४९७२३०” तो 
* गओऔर क को्णों का निइचय करे । [नागपुर श्ध्ब्र 


२९४ 


(४) 


(५) 


(६) 


(७) 


(८) 


(५) 


(१०) 


यादि का ओर खा झुजाएँ १४:६१ निष्पत्ि में हों ौर 


स्पज् सर र्ि तो क और ख कोणों का निरचय फरो 


यदि श्वा>रेगा कौर /करू६० तो स और ग तथा 
का और ख्थ की निष्पत्तियां निकालो। 


यदि का १९३०, खा 5२० और वीच का फोण गा न्‍* २२९ 
तो शेष कोणों का निदयय करो। [बनारस १९३९ 


किसी भिश्नज कघग में खाहरे७, गारर३ 
८कर४३३०” तो ख भौर ग॑ को्णों का निश्चय करो । 
जिनारस १९४१ 


यादि खान १३१, गा- ७२, /क ४०" तो ख और ग 
कोण निकालो | (इलाहाबाद १९५३८ 


यावे खा और गा भुजाएं ७४३ तनिध्पत्ति में हों 
और बीच का कोण क "६०९ हो, तो कोण ख भर ग 
निकालो * (श्लादाबाद १९४० 


त्रिभुज कजग का निर्धारण करो, जिसमें, 
खार* दि, गरातन३े- /$ जोर ८क * ७५? 
(सत्र काश न खार +गा* - रेखा गा: कोज्या क का 


प्रयोग फरो) 


श्ण्पु हु 


१४८६ दुझ्ला रे-- जब आबिश्ुज्ञ की एक भुजा और दो 


घोण दिए हों। 
कक 


के झा 


ख़्‌ं 5 का ग 
आ* १४०६ 
ह मान छो दत्त भुजा और कोण क्रमशम फा, खजोर ग 
) 
फ्पोंकि फोण ख और ग श्ञात हैं, अतः कोण क, 
समीकार क८१८०९--ख- ग स शात किया जा सकता दे। 
भुजा सा, समीकार खा "5 दिन रा से निरिचत की जां 


नजर ६4 है 
सकती हैे। रु 
दोनों पक्षों की छदा लेने से इस समीकार फा 
निम्नलिखित रूपान्तरण छऐो जाता हैं-- 
छे खाल्छे का +छे ज्या ख -छे ज्या क 
इसी प्रकार भुजा गा का निश्चय करने के लिए संबंध 
फोन क्या ग + 


शाह -- है। 
ज्याफ कै 


रद 


अथया छे गा 5 छे का +छ जया ग- छे ज्या क दे) 
१४-६१ उदाहरण--8& फसग में, का | ४२७, ख--३०*, 
गर७०९३५', तो त्रिमज को लघुतम भजा निफालो । 
८फार १८० ख-ग 
न्‍|| १८००-३०१-७० ३५ 
का छरीश 


लघुतम घोण प्प के सम्मुख्न की भजा दी लघुतम द्वोगी। 


काज्याख 
अब खा का ज्याक 
., _ ४९७ जया ३०९ 
“ खा 5 हद्याज्रूश्णा 
४९५७ 


>> शक््या ज्ण्रप 


/. छेखा * छ|/४९७-छे२-छ ज्या ७२९२५ 


| २*६९६७-*+३०१० - १:९९२५, 
सारणी से 
फ्ः 


5 


मे २४०२९ 
छे २५२५८ प्रतिःछेदा सारणी से 


|| 


लघुतम भुजा ८ रे५२-८ 


र्ष्ज 


प्रश्नावलि २२ 
& कखग में, 
(१) कार ४१३, ख-८४०* ग-६०% तो खां, गा 
निकालो | श 
(२) काः+२६२, क 5-४०? १४” गौर ख-९९९२७', तो 
ग, खा और गा फा निश्चय फरो। [नागपुर १९४३ 
(३) ख--४७" गर१० और गार२०० पाद, तोखा 
निकालों। [पटना १९४० 
(४) फार३९, क>८१९३५' ख८२७"५५', तो त्रिम्रुज॒ का 
निर्धारण करो । [कलकता १०३३ 
(५) का>१९, क>५२"२८' और गर९३*४०, तो या 
निफालो। [पटना १५३ 
१४०७ दशा ७.-जब तिम्रज की दो जाएं और उनमें 
क्ष पक फे सम्मुख फा कोण दिया है। 
कठ 


ख़ का गः 


जा, १४०७ 


९८ 


् 


.. भान छो झुजाईं खा जोर गा तथा खा के सम्मुख फा 
कोण ख दिया हुआ है| 


हि ३३२०० ०४ क (१) 


संबंध, ज्यां ग्‌ न्‍८ 
से छेद छेफर कोण ग निएचय किया जा सकता है। 


गाज्याख 
खा 


इसके पदचात्‌ संबंध फ--१८०-ख-ग से कोण कफ 
आप्त होता है। 
का फ खा 
ज्याक ज्याख 








5 खा कर ज्या ६ 
संबंध फा 5 उ्ा ज्या के 2४४ कदर, 
ज्याघ (३) 


से शेष भुज़ञा का! निकाली जा सकती है। 


१७-७१ पिछले अनुच्छेद में, समीकार (१) से, ऊपर 
दिए हुए अवयर्वों की भद्दत्ता के अख्नसार, ग की कमी कोई 
भी अर्दा नहीं मिलती, कमी फेघल एक और कभी दो । 


इन भिन्न २ दश्शाओं पर यद्दा दिचार किया जायगा 
भ्रथम, मान छो कि दच फोण ख न्यून दै । 


७ गा, ज्या 
(अ) यदि खा <यशा- जया स दो, तो ध ज १, 


दर्थात्‌ ज्या ग>१। अतः कोण ग की कोई भी अदा सम्भद 
श्श्र 


नहीं है और दत्त अवयवों से पोई पिस्ुुज् महीं वत 
सकता! 


गाज्याख 
जा 
जर्थात्‌ ज्याग 5१, अतः <गर९%०"। इसलिए फोण ग की 


कबछ एक ही भा (मर्थात्‌ ९०") प्राप्त द्ोती दे और पिभुज 
लंबकोग त्रिमज्ञ दै। 


(आ) यदि खा्-गा. ज्याख, तो 





गाज्यास्त्र 


(६) यदि खा> गा ज्या ख, तो कक 


<१, 


अर्थात्‌ ज्या ग<१। इसलिए फोण ग फी दो भर्दाएँ दे 
जनमें स पक्र स्यूवकोण और दूसरी अधिककोण है जोर 
थे परस्पर ऋजञपरक हैं। 


[/ ९०) 


परन्तु ये दो भर्हाएं सदा ग्राह्म (३07/8900) नहीं 
होतीं | नीच (इ) दी उपद्शाओं पर घिचार किया गया है। 


(इ,) यदि प्वा> गा तो ख>ग 
परन्तु दत कोण स्॒ न्यून है; अनः कोण ग भी न्यून होना 
चाहिए। इस कारण ग की गधिक्रकोण बाली अर्हा भाह्य 
नहीं है। इसलिए ग की फेवछ एक ही अर्दा है । 


(इ.) यदि खार्गा, तो ख>ग, इसलिए इस दद्या में 
भी ग की केघल न्यूनकफोण बाली महा दी ग्राद्य है। 


३०७ 


(६५) यदि खा *<गा तो ख <ग 
इस दशा में ग॒ की दोनों अर्दाएं ग्राह्म हैं। इसलिए का की भी 
दो संचादी भर्डाएं होंगी और संबंध (२) से का की भी दी 
अर्हएं प्राप्त होती है । 

इस दबा में दत्त प्रतिबंधों घा समाधान करने वाछे दो 
भिभज होते हैँ । 

अब भान छो दृत्त कोण ख अधिक कोण है । 

(०२) यदि खा<गा, तो ख<ग, अतः ग सी अधिआ' 
कोण है। अतः इस दशा में कोई चिभज संभव नहीं है । 

(आ') थदि खासूगा, तो ख + ग; इसलिए ग भी अधि 
फाण ६ । अत), इस दशा भें भी कोई भिभुज संभव नहीं है । 

(इ) यदि खा>गा, तो ख>ग। इसलिए समीकार 
(१) से प्राप्त की हुईं ग क्री केवल न्यून भहां द्वी थ्राह्म है । 
अतः कवर पक ही तिभज संभव है। 
अब उपलब्ध फलों को सक्षेपर भें संकलित किया जाता दै-- 

(१) यदि खा<गा.ज्यांघ, तो एक भी निभुज संभव 
नहीं है। * 

(२) यदि खान-गा.ज्याख, तो एक छंबकोण बिमुज 
चनेता है । 
/ (३) यदि खा>यगा.ज्याख और<गा ठथा कोण 
न्यून हो, तो दो त्रिम॒ज संभव दें । 

(४) यदि खा> गा अथवान्गा अथात्‌ आवश्यक रूप 
से खा>गाज्याख और ख नन्‍्यूनकोण हो, तो एक ही 
जिप्न संभव दे जिसमें कोण ग स्यून होगा । 


इ्ण्प्‌ 


(५) थादें ख अधिक फोण हैं, तो ऐसी दशा को 
छोडकर जिसमे खा> गा, अन्य दृशाओं में कोई त्रिभुज नहीं 


चनाया जा सकता । 


क्योंकि पता, गा और ख की कुछ विशिष्ट भर्हाओं के 
किये निभज्ञ को निरदिचत ऊरने में संदेह उत्पन्न होता दै, 
अतः इछ पकरार की दशा को जिभुज के निर्धारण फी 
संदिग्ध दशा (द708 7005 69888 6 8णाएंका 0 


(2865) कदस हूं. । 


१४०७२ शीपयक य विधि से संदिग्ध दशा पर विचार-- 


! ब्क 
20 2 न 
गुर  « 
ख न्धः 
आकृति ९ 
कक 
४४८॥ # 
बज कट ा 
से गर्ग) 
आकृति ३ 


व 
सता 
प्प 
ग 
आकृति 
च्छ्न 
हि 2 8 05: खा 
०८2 ४ 
गरख हद हु रे 
आकृति ४ 


जा, १४०८ 


खा, गा ओर ख अवययों की सहायता से प्रिभ्रज फो 
खींचने का प्रयत्न फरो। कख गा केकर <कखच ८दच 
कोण ख बनाओ | तीसरा शीप ग, खच रेखा पर क विंदु से 
खा दूरी पर दोगा। इसलिए क को कँद्र सानकर खा च्रिज्या 
का एक चूत्त चाप खींचो । 


खच पर रंव कच खींचो, ते कच >गाज्या ख 
चर 0.2७ पेड, 
इस प्रकार ये दशाये उत्पन्न होतो द-- 


(१) यदि खा<गाज्याख अर्थात्‌ <कच, तो घृत्त 
चाप, रेखा खच को नहीं काटगा और रखना असफल होगी 
इस दशा में कोई भी त्रिभ्ज संभव नहीं हैं।. (आकृति १) 


(२) यदि खा *गाज्याख, अर्थात्‌ 5 कच तो चृत्त-चाप, 
आच रेगा का च॒ विंदु पंर स्पश करता है। अतः चिभुन 
कखच अधवा कखग प्राप्त दोता है जिसमें ग बिंदु पर का 
'फोण हम्बकोण है। (आाक्षति २) 


(३) यदि खा>गाज्याख, अर्थात्‌ >कच, परन्तु 

<गा तो बृत्त चाप, रेखा खच का ग, और ग. दो विन्दुओं 

पर छेरन करता है! ये खव के एक हो पाइवे में होते हैं। इस 

दशा में, दत्त अबयवों से, दो त्रिभज फखग,, फंखग३ यनते 

रद्द है (आकृति ३) 
5 

(४) यदि खा >सा और इसलिए आवदयक रूप से 

खा>गाजज्या ख, अर्थात्‌ >कच तो उत्तचाप, रेखा खच का 

० ग, और ग, दो विन्दुओं पर छन करता है। ये स्तर के विरुद्ध 

पाइयों में होते दे। परन्तु इस दशा में, दत्त अबयवों से, 


इ०्डे 


केवल एक ही तिमज कखग, बनता हैं; फर्योकि दूसरे जिभुज 
कखग, में थे पर फा कोण (१८०"-स्र) के सम है भोर 
इसलिए यद्द त्रिभज्ञ दत्त भ्रतिबंधो का समाधान नहीं करता] 


यदि पा गा, तो विंदु ख॒ और ग, संपाती दोते दँ, 
और फेवल एक दी त्रिभज प्राप्त होता है । (आहाति ७) 


.. , यदि ख अधिकक्रोण हो, तो इसके लिए उपयुक्त आह- 
तियाँ बनाने से यह स्पष्ट हो जायगा कि जब खा <गा अंथवा 
खा-गा, तो कोई भी त्रिभ्रज भष्ठी चनता, और जब खा> गा, 
तो केवर्ल एक ही त्रिभज बनता दै। 


) कम 
१७.७३ वीजीय विधि से संद्रिधि दृशा पर विद्याए-- 
अनुच्छेद १४७७ फी मारूति से, 
ढ़ 
खा' ल्गा९+का१-र गा को* कोज्या ख 
दिप हाँ (एक 
यदि खा, गा भौर ख दिए हों तो 'का' निरिचित करना । 
ऊपर दिया, हुआ संबंध का! में वर्गछमीकार दे जो इस 
रूप में लिणा जा सकता हैः-- 
का १-२ गा, फोज्या ख. का +(गार - छा") 57% 


४ फोकस 
बह ना उलल->श्थल 
श्गा.कोज्याख + ४४गा. 'कोज्या '् - छुगा* > जा) 
5 कह 
के 32 250 5 
अथवा का > गा. कोज्या ख + ४ खासइ-गाउज्याछ 
जन्नन्ल्जनाअ) 





टे० ३ 


(१) यदि खा <गा.ज्या ख, तो 

४ जा -गाशज्यापख एक काल्पनिक (77827079) 
राशि है; और (अ) से 'का' की एक भो चास्तब्रिक भर्डा प्राप्त 
नहीं होती । इसलिए इस दशा में एक भी निभ्ुुज संभव 
नहीं है। 

(२) याद खा >गा.ज्या ख, 'वो समौकार के दोनों मूछ 
चास्तविक जोर समान हो जाते हैं; जीए का 5 गा कीज्या ख हो 
जाता है । अतः इस दशा में केवछ एक ही च्निभुज प्राप्त दोता 
है जो लवक्नोण त्रिद्ठुज होता है। 

(३) यदि स्खा>गा.ज्या ख, तो का की दो चास्तविक , 
आऔर भिन्न अहा् मिलती हैं। परन्तु ये भर्हाएं उसी दुश्या में 
आहाय दो सकती हैं जब थे दोनों घन चिह्न युक्त हों क्‍योंकि 
का! आवश्यक रूप से घन होता ६। 


का की दो अर्दोओं में से 
गा कोज्या ख+- खाए -गाएज़्याल्ल ही घन ् 

ओर दूसरी गहाँ गा-कोज्या ख- ४खार -गाग्ज्या शत 
तभी घन होगी, 
' 'जब ४छा*-भास्ज्यागख <या कोल्याख 

,जब खा* >- गा ज्या ख <गार कोज्या* ख 

जब॑ खा <गा* (कोज्या* ख+ज़्यार ख) 

जबखा झगा .. #.« 

ज्ञब खा <गा 


ड्ण्प्‌ 


न्‍ 


अतः यदि खा> गा.ज्या स ओर <गा हो, तो दो 
जिभ्ुज संभव हैं । ५ 


(४) यदि सा>गा तो का की एक अर्हा 

गा फोज्या ख- ४खा -गा* ज्या' ख, ऋण हो जाती 
है भौर इसका संवादी जिश्नेज नहीं घनता। अतः, का की 
धन अर का संघादी फेयछ एक दी तिभ्वज बनता है। 


थदि खा गा, तो फा की एक भर्हा शून्यसम हो जाती 

, दै और इस भहां फा संवादी जिभुज नहीं चचता। अतः का 

की दूसरी गर्दा अर्थात्‌ २ गा.फोज्याख फा खंवादी केवल 
एक ही प्रिभुज बनता है। 


(५) यदि ख अधिक फोण दो तो्‌ गा कोज्या स ऋण 
होता है । अतः गा फी पक अर्दा गाकोज्यास 
“ ४खार -गाप्ज्या'ख सदा ऋण रहतीहें और इसगा 
संवादो पिभज् भर्सभव दै। - 


दूसरी अर्हा तभी घन होगी, 

जब गा फोज्या ख+ ४खा -मापज्या ख> ९ 
जब “सा -गाशज्याख> -गा फोज्या ख 
जय खा१>गा'कोज्या'ख +भाः्ज्यास्ख 

जब खा>गा 


बेण्द्‌ 


हे 
। 


हु 


इसलिए यदि ख अधिककोण हो ओर खा<गा अथवा 
खार्गा, तो एक भी चिभुज़ नहीं वन प्लकता और यदि 
खा>गा, तो फेवल एक चिम्ुज बन सकता है। 


१४७४ छदादरण १-- /५ कखग मे,खार-४१, गा >६ि० 
और ख २८३० तो सिद्ध करो कि यह ब्रिभुज के निर्धारण 
की संद्ग्धि दशा है। त्िश्रज क शेप कोण निकालो | 

दत्त कोण ख न्यून हे; इसलिए यह दशा संदिग्ध तभी 
होगी, 

जब खा> गा ज्या ख और <गा 

जब ४१:०६० ज्या २८१३०! और <:६० 

सारणी से, ज्या २८१३०७ ४३७२ 
यदि ४१०६० ५ ४७७७२ और <६० तो दशा संदिग्ध रहेगी। 

क्योंकि,,४२-० २८६३२ और <६० सत्य है, 

अतः यह संदिग्ध दशा दे । 
गा.ज्या ख _ 5० » ज्या २८*३०/ 

खण््ः हर 
«. छे जया गरछ ६० +छे ज्या २८९३० --छे ४१ 
२२१-७७८२+ र-६७८७--१०६१२८ 
ब| ३८४४१ 
-.. _छे जया ४४१८ 
८.गरू४४ १८ अथवा ८ ग्रर१८०९-४४१८! 
सन्श्शेपउर 





ज्या गज 


३०३ 


इसलिए अनुच्छेद १४०७२ की आकृति से, 
<ग, ८४४१८, /गई३ ₹१रे५४२/ 
ग की इन दो भर्दाओं की संचादी क फी भी दों, अर्दाए 
रदंगी । 
क, ++ ८खकग, 5 १८००-२८९३० - ४४१८९ ० १०७१२०' 
और 
क३ + ८खका, ८१८०" - २८१३० - १३५४२ < १५४८/ 
उदाहरण २--- यरि खा, गा, ख दिए हों और संदिग्ध दशा 
में तीखरी भुजा “का” की अर्दाए क्रमश का, और का, 
हों तो ल्िद्ध करो फरि 
(१) का, +का, "श्गा.केज्या से 
(२) फोज्या १7 के _ गा वार 
3 जा 
» [इलाहाबाद १५७ 


5 गा३-+- का! - खा* 
खज, कोज्याखन न यका “खा: 

हे श्गा.का से 
फा* - २ गा.कोज्या ख.का + (गा -खा*)-२० 


इस समीकाए के मूछ वा, और का, हैँ इसक्षिए घरी 
समीकाए के लिद्धान्ताजुसार, 
का। +का& न्रगा.कोज्या ख. ...,..,००००७२०९-_() 


३०८ 


* 


पा, अब, 
गा क्षा क, + ख+ग, 5१८०९ 
और 
गे. ञः कश + ख+णा, 5८१८०* 
न 9 
आ. १४-६९ 


“. योग सें, (क, +क,)+र२ख+(ग, +- गं३) 5३६०९ 
परन्तु ग,, ग. ऋजुपूरक कोण हैं; 
अतः गश३+गृ३ स्ू+१८०९ 
४. फक,+क. 5१८०९-शख 

















अथवा, जज >९०-ख ».««[भ) 
5कखग, से, _-. ._ कि, 
ज्याष ज्या क, 
>>. खा _ का३ 
“करलखग, से, ज्याख ज्याकर 
. -खा _ का, _ का. का, +का. 
 ज्याख ज्याक, ज्याकर ज्या क, +ज्या क३ 
ल्‍् र२गा.कोज्याख है 
के, +क क,-क. 
श्ज्या* दर ःकोज्या- प्र * 
संवंध (१) से 


३०९ 


गा.कोज्या ख हे 
ज्या (९०९ - ख) फोज्या * 
संईंध (भ) से 





गाकोज्या ख 
् फ,+फ 
कौज्या ख.फोज्या “*>- 


गा 


कफ, 
कोज्या द्वू 





परोज्या 7 फ _गाज्याल 
जाल ख्ा 


+ 


उदाहरण-- रैखिफीय विधिसें सिद्ध करो कि 
कीज्या १९- फै५ _गाज्या ख, * 
के या 
प्रदनावलि २३ 


(१) यदि 
(१) खा+२५, या 5 १६, ख ८ ११५९६ 
(२) खा 5२२, गा5३र३े, ख ३०४२! 
(३) खार७, गार७छ, खरू१२०/ 
(४) सार४ ४८२, गा ८, सर ४५९ 


डर 


(२) 


(३) 


(४) 


(५) 


तो किस दशा में + 

[अ) पक भी जिभ्रज न बनेगा ? 

(आ) एक दी त्िभुज बनेगारे 

(इ) दो च्रिभुज ननेंग |, 

संभाव्य त्रि्युजों का मिर्वारण भी फरो। 


यदि गार-४७०२३, का--५६-७५ और गर-४८"३०! 

तो सिद्ध करो कि निभुज फखग का निर्धारण संदिग्ध 

है। सारणी की सद्दायता सर उसका निर्धारण करो। 
निगपुर १९७४२ 


निम्नलिखित दशाओं मं से कारण देते हुए संदिग्ध 
दश्शाएँ निकालो और सारणी की सद्दायता से उनका 
निर्धारण करो ! 


(१) कर ३०९,, गार-२५० पाद, का +-१*५ पाद 

(२) क-३०* गार--२५० पाद, का 5२०० पाद 
कर [पटना १९७२ 

एक तिभुज में एक कोण ११२९३ है। उसके सम्मुख 

की भुजा ५७३ पाद्‌ है और एक दूसरी भजा २९४ पाद 

है, तो अन्य दो कोर्णों का निश्चय फरो। 


(इलाहाबाद १९३५ 


यदि का 5२, खान ४३+१, क--४५" तो / कखग 
का निर्धारण करो। मिखर १९५४३ 


+्‌ 
ग 


ड्श्शु 


(६) यदि का८३६०, खा+-२८५, क-३४", तो & कंघग 
का निर्धारण करो। [जावणकोर १९७३ 


(७) सिद्ध करो कि जब खा, गा और ख दिए हों और 
घिश्ुज का निर्धारण संद्ग्धि हो तो का फी दो भर्दाभों 
फा अन्तर २“ द्वार - गापज्यप्ख है। 


(८) यदि छा, गा और ख दिए हों और संदिस्ध दशा में 
तीसरी भुजा का की महाँएँ का,, का, होँ और 
फा,>का, हो, तो सिद्ध करो कि 
(१) का, - का ३ 5२ खा.फोज्या थ॑ [यनारस १९१८ 
(२) (का, >का,)१+ (का, +फा,)"स्प'ख 5 (खा 
(३) का, * + का १-२ फा,फा , फोज्या रख 

>छजाःकोज्या'ख 
विनारस १९१४५ 

२0... (८ अब उस दुशा पर विचार किया जायगा जिसमें 

जिभुज के तीनों कोण दिए गए हों । इसका उल्लेख अजुच्छेद 


.। 


१४-३ मे किया गया है। 


का _ खा _ गा 

इस में अत छू + _प 7 कर 
0 पाक सूत्र , ्याक ज्वाल उवान 
तीनों मुजाओं का परस्पर अज्पात मिद्दिचत किया जा सकता 
। परन्तु इससे उनकी दास्तविक लंवादइयां ज्ञात नहीं हो 
सकतीं ओर त्रिभुज्ञ का निर्धारण नहीं हो सकता। इस दमा 


के अजुसाए 





श्श्र 


हा 
में दिए कोणों बारे असंख्य त्रिभुज वन सकते हैं. और ये सब 
परस्पर समरूप (४ण 90) होंगे । 


(४६ दूसरे न्यासों (१469) से ब्रिभ्रजों का निर्धारण-- 

जिभज की सजाओं और उनके कोणों के स्थान में यदि' 
अन्य न्यास दिएहों, तो भी त्रिभज् का निर्धारण हो 
सकता है। इन उदादरणों भें इसकी रीति दशा गई है! 


उदाहरण १-- यदि गा, का+खा और गे दिए हों तो चिभुज 
का निर्धारण करो । 


फा+गस्वा -उयाक+ज्याख 
ग्रा ज्याग 


श्ज्या न ज्या ले 


रथ ज्याग 
कोज्या कोज्या * 7 हे 
_ रकोज्या रकोज्या “| 


६7 ग 

रज्यायू कोज्या; न 

कनख 

45 हर 
ग 


ज्यायू्‌ 


रेश३ 


(१) 


(६) 


(३) 


(४) 


* (६) 


भ्रइनावलि २४ 
एक जिभ्ुुज्ञ के कोण समान्तर श्रेढ़ी में हैं और रूघुतम 
फोण ३०? का है। दिखाओ कि चिम्रज फी मद्दत्तम 
भुजा लूघुतम अजा की डुगुनो है। 
किसी चिझ्रज के फोण १: ५४ ६ के अज्ञपात में हैं। तो 
सिद्ध करो कि उसभझो भजाएँ ३-१४ $/३+१४ 
२४८२ के अज्ुपात में दोंगी। 
यदि ७ कखग भें, 


कि 
कोज्या क *--५- और फोउ्या ग॑ « नई 


तो का, खा, गा का अनुपात निकाले 


किखी चिभ्रज के कोण समान्तर श्रेढ़ी में हैं और 
उसकी लरूघुतम और महत्तम भ्रजार्थों की लम्बाइयां 
ऋमशम १६ और २४ ह तो त्रिभ्ुज् का निर्धारण 
करो) , पिटना १९३९ 
किसी त्रिभुज की दो भुजाएं ६०५ और २५ हैं और 
उनके सम्मुख के फो्णों का अन्तर ६५०" का द्ै। तो 
डसके सब कोण निफालो। 

[इलादवाद १६४२ 
यदि & फछग में 
(का+खा+गा) (खा+गा-का )-खा-गा ततोक 
निकाला 


श्र५ 





- फोज्यार 7 _फा्ंखा बाग 
श्र फोज्या-नजू- हज ज्याद 
इस संबंध से -_-- शात दो जाता है । 


फक+ख .. फ+ख  , ग .. 
और “आय संबंध “झ्ू१+५९०-५ से शात हो जाता 


है। 


इसलिए कोण क और ख निकाले जा सकते हैं । 


कोण फ और ख तथा भ्जा गा के शात होने के कारण 
अब निर्मेय का साधन तीसरी दृश्य फे समान दो सकता दै। 


उदाहरण २-- यदि किसी धभिभज के शीर्षा से सम्मुख की 
भ्रुजाओं पर खींचे गए लंबो फी लम्बाइयां दी हो तो 
जिभुन् का निर्धारण फरो। 


मान लो शीप क, ख, ग से सम्मुख की भजाओं पर खींचे 
गए लंचो की छंबाइयां ऋमशः छ,, छ,, छ3 हैं । 
तो, काल, 5 खा+छ, +-गलक २५ 


* न न्खा गा 
ला 


छ, छे, छ+ 


तीनों भ्रजाओं फा अजुपात ज्ञात होने पर इस निर्मेय 
का साधन दशा १ के समान हो सकता है। 


शेर 


प्रशनावलि २४ 
(१) एक बिभ्रज के कोण समान्तर भेढी में है और रूघुतम 
कोण ३०१ का है। दिखाओ कि जिम्र॒ज्त की मदत्तम 
भुज्ञा लघुतम भजा की छुगुनो है। 
(२) किसी तआिभुज दे कोण १: ५: ६ के अजुपात में हैँ। तो 
५ सिद्ध फरो कि उसकी भजाए ४३-१४ ४/३+१६ 
२४२ के अज्भुपात में होंगी । 
(३) यदि ७ कखग में _ 
७५ 


कोज्या क 5+---- और कोज्या गे ७ स् 


तो का, खा, गए का अनुपात निकाले । 3 


(४) क्रिसी त्रिमज के कोण समान्तर श्रेढ़ी में हैं और 
उसकी रूपुतम और महसम भ्रजाओं की छम्याइयां 


ऋमशः १६ जीौर २४ दूं तो त्रिक्षज फा निर्धारण 
करो। * [पटना १९३५९ ' 


(५) किसी त्रिक्षज फी दो भुजाएं ६५ और २५ हैं और 
सनके सम्मुख के कोणों का अन्तर ६०" का द्वै। तो 
डखके सब कोण निफालो। , 
[इलाहाबाद १९४२ 
* (६) यदि & कणग में 
(का+खा+ंगा) (खा+ग्रा-का) खाया तोक 
निकालो। 


चर 


(७) 
(८) 


(९) 


यदि श॑८६०" का-खान+१ और कफार्खारर२० 

तो त्रिभुज का निर्धाएण करो। 

यदि फा5३२ पाद, सा+शात१०६ पाए और 

८ गरः १३२९ ३४', तो त्िभुज का निर्धाएण करो । 
निगपुर १९४४ 


[ब्देशक (0770)-- इस खत का प्रयोग करे 


ख् ग 
(का->खा+गा) रुप शत (का + खा - गा) स्पर्‌ ] 


यादें कार८७ पाद, गा-खार१७ पांद और 
८खर-५७', तो फोण क और भुजा खा निकालो | 
निगपुर १९४० 


[ड्देशक- इस सत्र का प्रयोग करे 


(का-खा+गएऐस्प५ ०(फा+-खा- गा स्पर ] 


(१०) उस विभुज् की भ्रजाएं 'निश्चित करो जिसमें 


“६२, क--४३* और जिसका क्षेत्रफल 5५४० बर्गे 
पएकक) लनागपुर १९४५ 


[ब्देशक-- इस सूत्र का प्रयोग करो 


१ 
+ट्टुफा'ज्याख, ज्याग. ब्युज्या क ] 


ड्श्द 


पंन्द्रृदरवां अध्याय 
अंचाईयां और दूरियां 
(79890 70 पा80&72088) 


१७१ परिभाषा-- मान छो म जौर व दो बिन्दु हैं और 
य बिन्दु म बिन्दु से उच्चतर समतल (87७) पर है। और 





मे. य 


आ १५७१ 
सविन्दु सर रींची हुई पैतिज (808४0०7५४७]) रेखा थ॑ दिन्दु 
५ से खींची गई उद्म्न (४७८४०४)) रेखा का य बिंदु पर छेदन 
करती है। 
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३१७ 


यम रेणा के समांतर यम खींचो | मर्विदु से व बिंडु की 
ओर दे सने से यम रेप्या मय क्षेतिज रेखा से जो फोण यमव 
बनाती है, उसे म बिंदु पर ब बिंदु का उन्नतिकोण (४0808 
० 06ए०४०ा) फद्दत हैं, और व बिंदु स मे सिंद की ओर 
देखने से मव रेखा, धम क्षतिज रसा से जो फोण भवम बनाती 
है, डसे वर्थिंदु पर म विदु का अववतिकोण (७०8/9 रण 
80/7०७४500) कहते ६ । 


श्५"५ यादि सम्यन्धित अवनति फोण, उन्नति फोण और 
अन्य आवश्यक फोण तथा दूरियां शात हों तो दिए गए विन्ड 
और अन्य बिन्दुओं के बीच की ऊंचाईयां औौर दूरियां या 
क्रिसी प्रस्थाणु ((0०:) अथवा स्वृप (79700) आदि की 
ऊँचाईयां त्रिकोणमिति से निश्चित फी जा सकती दे ! 


उच्चति कोण, अवनति कोण और इस प्रक्रार फे अन्य 
आवश्यक फोणों का मापन करने के लिए पछक (80४थाई) 
और मिकोणमान (६४४७०१०४४७) यरस्नों का उपयोग किया 
ज्ञाता है। 


१५३ भव उंचाई ओर दूरी स सम्बद्ध ऊँछ लिमेंयों 
(97०0978) फा स्रांधन किया जायगा + 


छउदाहरण १-- क्षैत्तित समतऊ पर स्थित किसी स्तम्भ के 
आधार से दे३ यप्टि दूर समतऊ के पर बिन्दु पर 
स्तम्म के शिखर का उचित कोण १५" है. । वो स्वर 
की ऊंचाई का निदचय करो । 


है 


भान छो स्तम्भ 


क सक की ऊंचाई उ 

। 7 
समतल पर ख से 

ख ्दु रे३ यहष्टि दूर दत्त 


सम जिन्डु है। के, ख 
आ १५२ को मिलाओो। 
तो /& भकर में, 
». ८भखकऋ--१५९ 
मऊ ० 
मर मस्त सप १५० , 
उ 2 
अर्थात्‌ इइ्तस्प १५ 
/३- हे 
प्र ै 3 मई ८३ ढं ४ 





उर(२- ४३) ३३ यष्टि, 


उदाहरण २-- भूमि के किसी बिन्दु पर किसी पद्दादी के 


शिखर का उन्नाति कोण कोस्प-* दर है। यदि इस 
बिन्दु से पहादी की ओर ७२ पाद दूर नये बिन्दु पर 


शिखर का उन्नति कोण फोस्प "हू है तो पहाड़ी की 


ऊंचाई का निइचय करो। 


५43] 


मान छो मे पदादी 

गो का आधार और ग 
उसका शिसर है 
ओऔर मग  उपाद! 

५ मान छो पहला 
ग्र॥ 3 बिन्दु क दे । थवः 
८ गरम 5 ८ भर 

बंप 

कक कोस्पः प्ज 


सा, १५०३ 
और दूसरा विन्दु स दै। 
झतः कष्तच- ७२ पाद्‌ 
और भ्ड 
और ८गणमन्‍ू-भारफोस्प” च्ू 
& कमग से, 
जब्त ो >> मम 
दुतकोस्पअचन् दु 
& खमग से, ६, 


१ . स्थम 
दवा + फोस्प आा तक 


ब्लेर० 


ड छ्ड 


“४ खत दुंश कमर 
परन्तु कख + कम -खम 


और ऋण ७०९ प्‌ 
है ७उ _ड_४उ 
3, मम 
“. उल्न्र८%९ 

ब्ः्श्दरे पाद्‌ 


डदाहरण ३-- समुद्रतरछ से ३०० डंची चट्टान पर, समुद्र पर 
स्थिर (७६ 7०४० दो जलूयानों के अवनति कोण ऋमशः 
३०९ और ६०* हैं! यदि दोनों जलयान और चट्टान का 
आधार पऊ दी सरल रेखा में हो, तो जलूयानों के वीच 
की दूरी का मिइवय करो । 

मान लो चौद्ठान 
| ठग संग काआधारम और 
शिखर गद्दै।क और 
जलयान हैं. और क, 
३०० ख, मे एक द्वी सरल 
रेखा में है। गभ रेखा, 
मक रेखा पेट समांतर 

कक ञ्च जा -गभ खींचों। 








प्रय्नालुखार 
८£भगक--३०१, 
(भगख्-६०* 
और मग--३०० पाद 
के ८ गकम 5 ३०! 
और ८गखमरद०* 
मान लो अपेक्षित दूरी फू >य पाद 
लंचकोण ब्रिभुज दमग स, 
मग 


-_... # ज्यादे०' 
फकग 


“« फेंग 55०० पादू 
& कणग से, 
फकख __ फकग 


ज्याकंगलख ध्यों कलग 


हे, य ६०० 
!” ज्याई० स्‍पज्यावत्या-द_) 
६०० >< डर 
अथवा यक्न“परद्र पाद 
थवा य जन पार 
खा 


६44 


च््ण्ण 
३ 
ज२२०० ४ पाद्‌ 


पाद 


उदाद्रण ४७-- ऊिसी अस्थाणु के आधार के दक्षिण में स्थित 
किसी पिन्दु ऊ पर, प्रस्थाणु के शीर्ष का उन्नाति-कोण 
६०" है और क की पश्चिम दिशा में किलो विन्डु या पर: 
श्ीप का उन्नति कोण ४५" है। यदि कग्व --२७० पाद हो 
तो प्रस्थाणु को ऊंचाई का निइचय करो। 





४ आ (५०५ 


मान छो प्रस्थाणु भंग हे और म की वृक्षिण दिशा में 
बिन्दु क पहले अवलोकन (०9387 ए४४0०7) का स्थान हैं। 


३२३ 


८. मकश 5५६6० 
बिन्दु ख, जो क की परिचिम दिशा मे उससे २७० पाद 
दूर है, दूसरे अवलोकन का स्थान है। 
८. मखग | छडर 
माव लो प्रस्थाणु की ऊंचाई उ पाद हे । 
तो चिझ्रुज मकग से, 


मग 


मक | स्प ५० 


मिभ्रुज मखग से, 


मग र 
>-><5 रुप ४९ 
मंत्र न 


अधथचा ___ ८१ 


मंत्र 
«'- मख चउ 
तिभुज मकख मे ८ मकण्य २० 
कण* + सक* >माचर 
छ्र 
अथवा (२७०) ९ कह न्च्ज्रै 


डे२४ 


(१) 


(२) 


(३) 


(४) 


किसी स्तस्म के आधार पर ६० पाद ऊँचे एक दूखरे 


» झू ड स्व(रफण)१ 


डउब्० २७० ३२ 


# शैबे५ दे पाद 
प्रदनावलि रे ] 


शैतिज समतल पर स्थित किसी ताड़ के बृक्ष के पाद 
से २७ एाद दूर किसी विनदु पर बृक्ष के शीर्ष का 
उन्नत्ति-कीण ६०* है, तो बुक्ष की ऊंचाई निकालों 
एक दीप-स्तम्भ से ७ पाद दूरी पर खद्े हुए ५३ पाद्‌ 
ऊंचे मनुष्य फी छाया की लूंयाई १७ पाद दै। तो 
स्तम्भ की ऊँचाई फा निदुच्य करो । हु 
४० पाद ऊंचे एक स्तम्भ पर १६ पाद्‌ ऊंचा एक ध्वज 
है। भूमि पर स्तम्भ के आधार से ३५ पाद्‌ दूरी पर 
उस ध्वज के बांस द्वारा आपातित कोण निकालो । 
किसी बिन्दु पर एक पर्वत के शिखर का उन्नति-कोण 
१५" है। उस बिन्दु से पर्चत की ओर १ फ्रोशक 


, बढ़ने से नए बिन्दु पर शिखर का उन्नति-फोण ६०* 


है। तो पवत की ऊंचाई निकाछो । 
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स्तम्भ का उन्नति-ह्ोण २०" और प्रथम स्तम्भ के 


ड्ेच्ज 


(६) 


(७) 


(८) 


(९) 


शिष्वर पर उम्र दूसरे स्तम्भ के शिखर का अवनति- 
कोण ४५ है। तो प्रथम स्तम्म की ऊंचाई निकालो। 


किसी पर्वत फे पाद पर पर्वत के शिख्वर का उन्नति- 
कोण ४५" है। पर्वत मारम्म में भूमि स ३०१ का कोण 
बनाता दवै। भूमि सर पवेत पर १ क्रोशक आंगे बहने 
से नए पिन्दु पए झिखर का उच्नति-कोण ६० द्वो 
जाता है, तो पर्वत की ऊंचाई निकाछो॥ 

नागपुर १९४४ 
पक समनिभुज्ञाफ़ार छ्लेन्र के केन्द्र पए क पाद ऊंचा 
एक स्तम्भ है। यदि पिभुज की प्रत्येक भुजा से स्तम्भ 
के शिखर पर आपातित कोण रेम के सम द्वोतों 
सिद्ध फरो कि 
३४३ क* उ्याभ अ 


€ 
वर्ग पाद। 
३-४ज्या्थ हि 


क्षेत्र फा क्षेत्रफल मन 


[नागपुर १९४० 


किछी शील से २०० पाद ऊंचे पक बिन्दु पर एक 
चायुयान का उन्नति-कोण ४५ है भौर चायुवाव के 
प्रतिधिद का अवनति-कोण ७५* है। तो झील फे दल 
से घायुयात की ऊंचाई निकाो | 


[विनारत-१%४रे 


किसी नदी के तट पए श्थित २०० पाद ऊँचे पक 


स्तस्भ् पर ३० पाद ऊंची एक मूर्ति है। यद्द खूरति, 
झ्श६ 


(११) 


(१२) 


स्तम्म फे सम्मुख नदी के दूसंर तट पर स्थित एक 
बिन्दु पर उसी कोण का आपातन करती है जिसका 
आपातन स्तम्भ फे स्थान पर खदा हुआ ६ पाद ऊंचा 
एक मनुप्य ठीक उसी विन्दु पर करता है। तो नदी के 
विस्तार (976४0४६7) का निदचय करो । 


विनारख १९४१ 


किसी स्तम्भ की पूर्व दिशा में स्थित एक बिन्दु क 
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>« इत्यादि, कोण श्रेणी करती है। घन अथवा ऋण, छघुतम 
कोण, जिसकी ज्या झ् है प्रतीक (87700) “ज्या'* न 
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24 श ३ 
इस प्रकार ज्या* टू 5३०” लि सकते है। 


सामान्यतः यदि ज्याअनूक, तो ज्या“'क, रूघुतम 
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इस प्रकार पढ़ा जाता है। यह ध्यान भें रखना चाहिए कि 
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> चाहिए ओे २ ७ 
जो _... के सम है। 
चाद्िए जो ब्यांक न से द्दै 
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प्रदनावलि २६ 


सिद्ध करो कि 
ज्या १ _सुप +  -फोस्प- 
(१) ज जद स्पा फोस्प१७ 


३३४ 


(३) 


(३) 


(४) 
(५) 


(६) 
(७) 
(८) 


(९) 
(१०) 


जाल 
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इ्युज्ज्या अ-- प्् ि 5 


... आुरोज्याथ « ४रफ्क, कोस्पमन्‍ूर 
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